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| . Probl enstell ung

Di e Verfahren zur Berechnung von Anteilen (Sitzverteilungen) im
Berei ch der parlanmentari schen Reprasentation di enen dazu, die
Vertretung der Beteiligten ("Parteien” imweiteren Sinne) in einer
Ausgangsnenge (Ur-CGesantheit) nbglichst verhal tnisgleich
(proportional) auf eine abgeleitete Menge (Bild-Cesantheit) ab-
zubi | den

1. Definitionen

Beteiligte ("Parteien"): Bl i =1, ... n
St arke der Ur-Gesantheit: G (ganzzahli g)
Starken der Ur-Anteile: ayl, ..., ay" (ganzzahlig)

Die Summe der Ur-Anteile ergibt die U -Gesantheit:

Wchtig fur das fol gende sind die abgeleiteten G 6ien:
Ur - Ver hal t ni sse: aui: auj (rational e Zahl en)
Ur - Ver hal t ni santei | e: aui: & (rational e Zahl en)

Starke der Bild-Gesantheit: Gy

Starken der Bild-Anteile: abl, ..., ap" (ganzzahlig, propor-
tional; ideale Wrte,
die nicht imer existie-
ren, siehe unten)

apl, ..., ap" (rationale Zahlen,
streng proportional,
si ehe unten)

apt, ..., ap" (ganzzahlig, anna-
hernd proportional,
si ehe unten)
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2. Auf gabe

D e Aufgabe, die mt Hilfe eines Berechnungsverfahrens zu | 6sen
ist, stellt sich mathemati sch fol gender malRen dar:
Gewinscht wird ein Satz abi mt den Eigenschaften

ap!  ganzzahlig | nt egri t at sbedi ngung
far allei =1, ..., n
n -
S ap = G Sunmmenbedi ngung
i =1
ap!  al
- = Proportionalitéts-
Gy bedi ngung
far allei =1, ..., n

D ese drei Bedi ngungen sind nur in Ausnahnmeféllen alle zugleich
erfdll bar, namich wenn:

G

aui X —— ganzzahlig ist, far allei =1, ..., n.

Dagegen missen in der Regel bei einer praktischen Aufgabe Ab-
striche an weni gstens einer der drei Bedi ngungen gemacht werden,
um das Probl em - dann all erdings nur angenahert - |dsen zu kodnnen.

I m Ei nzel fall wéren hierzu Abstriche an der Sumrenbedi ngung
denkbar, dergestalt, dall die Bild-Gesantheit G, so weit vom Aus-
gangswert abwei chend veré&ndert wird, bis eine ganzzahlige, pro-
portional e Besetzung noglich ist. Dieses Verfahren taugt aller-
dings nicht fur eine allgeneine Vorschrift, weil oft z.B. die

G 0Re eines zu besetzenden G em uns nicht zur Disposition steht
oder aber, je nach den Gegebenheiten von aui und G,, eine Losung
erst dann existiert, wenn nman die Bild-Gesantheit gleich der Ur-
Gesanmtheit (oder gleich einemVielfachen dersel ben) setzt.
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Ein Verzicht auf die Integritatsbedi ngung i st da nicht ndglich, wo
es um Anteil e geht, die von Individuen wahrzunehnen sind
(zum Bei spi el Teil nahne an Veranstal tungen) oder aus unteil baren
Ei nheiten bestehen (zum Bei spi el Zinmerverteilung).

Ein Verzicht auf die Integritatsbedi ngung ist nbglich, wo es um
Stinmmrechte geht (zum Bei spi el Ei gent Gner - Ver sanmi ungen).

I m parl anent ari schen Raum i st di eses Verfahren jedoch nicht in
Gebrauch, wohl deshalb nicht, weil dann in G em en Repré&sentanten
mt unterschiedlichen StimmGewi chten vertreten waren, die als

M tglieder verschi edener Klassen wahrgenomen werden kdnnten.

Der Verzicht auf die Integritatsbedingung ist trivial, wenn die
auf zutei l ende Bil d-Gesantheit aus so feinen Einheiten besteht, dal
ein Auf- oder Abrunden der durch einfache Dreisatz-Berechnung
ermttelten Bild-Anteile als sel bstverstandlich hi ngenonen wrd
(z. B. Geldbetrage, mt gerundeten Pfennig-Wrten).

3. Praktischer Ldésungsansatz

Der gebrauchliche Ausweg aus den Schwi eri gkeiten besteht in
Abstrichen bei der Proportionalitéatsbedi ngung.

Gesucht werden al so nicht nmehr die idealen, in der Regel nicht-
exi stierenden Bild-Anteile abi, sondern die realen Bild-Anteile

apl, welche die Integritatsbedi ngung:

ap ganzzahlig

und di e Summenbedi ngung:

IO =]

streng, jedoch die Proportionalitatsbedi ngung nur angenahert er-
fullen:

_»

& &
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Man sucht nun Rechenvorschriften (Verfahren) zur Bestimung der

Ebi, di e in der Handhabung einfach und durchsichtig sind und als
Ergebni s nodglichst gering von der Proportionalitéat abwei chende
Anteile liefern,

We "gut" ein solches Verfahren ist, d. h., wie gering die Ab-
wei chungen der damit real ermttelten Anteile von den streng
proportional en - deshalb aber in der Regel nicht nehr ganz
zahligen - Anteilen

. ay/
ap' =Gb><éu——

ist, dafir gibt es verschi edene Ei nschatzungen und Beurteil ungs-
mal3st &be. Di ese Frage nmul3 j edoch an anderer Stelle behandel t
wer den.

| 1. Berechnungsverfahren

Di e gebrauchl i chen Berechnungsverfahren | assen sich grob unter-
schei den nach integral er bzw. inkrenenteller Vorgehenswei se.

| nt egral ansetzende Verfahren berechnen die streng proportionale
Zusanmmenset zung der Bild-Gesantheit und stellen dann die Inte-
gritat auf Kosten der Proportionalitéat her.

| nkrenment el | arbeitende Verfahren bauen die Bild-CGesantheit
schrittwei se aus Anteil s-Einheiten auf, in einem Prozel3, der
zwangsl aufig die Integritat standig wahrt und so weit durchl aufen
wird, bis die Summenbedi ngung exakt erfullt. ist. Auch hier werden
di e praktisch notwendi gen Abstriche bei der Proportionalitat
gemacht .

| nkrenmentel | arbeitende Verfahren liefern, da sie die Bild-Gesant-
heit schrittweise aus Einheiten aufbauen, zugleich eine "Zugriffs-
rei henfol ge" der Beteiligten, eine Eigenschaft, die sie zugleich
far entsprechende Aufgaben enpfiehlt (z. B. Auswahl der Vorsitz-
Anter in Parlamentsausschiissen).
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1. Integral ansetzende Verfahren

D ese Gruppe von Verfahren beschreitet den naheliegenden Weg,
zunéchst - unter vorl &ufigem Verzicht auf die Integritéatsbedin-
gung - die proportionalen Bild-Anteile entsprechend der Fornel

i i %
ap' = ayl x —

&

zu berechnen.

Di ese vorl aufigen Bild-Anteile, welche die Summenbedi ngung und die
Proportionalitéatsbedi ngung einhalten, stellen gemal3 i hrer Herl ei -
tung rational e Zahlen dar, das hei3t, sie brechen in einer Dezi-
mal dar st el l ung nach einer endlichen Anzahl von Stellen hinter dem
Komma ab oder sind periodisch.

In einemzweiten Schritt wird dann davon ausgehend die Erfullung
der Integritéatsbedi ngung hergestellt, was imallgenei nen nur auf
Kosten der Proportionalitéatsbedi ngung niglich ist.

Dazu werden di e zunachst berechneten proportionalen Anteile auf-
gespalten in die groRten ganzzahligen Anteile | und die Reste R
di e daher kleiner als 1 sind:

apl =1 (ap') + R (ap') (=11 + R)

I m nachsten Schritt werden nunnehr den Beteiligten Bl die ganz-
zahligen Anteile I zugeordnet. Die Summe di eser ganzzahligen
Anteile ist nur in demFall, dall alle Reste gleich O sind, das

hei Bt, dalR alle imersten Schritt berechneten Bild-Anteile gbi
ganzzahlig sind, gleich der vorgegebenen Bild-Gesantheit; die

Auf gabe ist dann unter Erfullung aller drei Bedi ngungen schon
durch den ersten Schritt gel ost. G bt es dagegen Reste R ungl ei ch
0, so ist die Summe der bisher den Beteiligten zugeteilten Anteile
I kleiner als die Bild-Gesantheit Gp. Der Fehl betrag ist kleiner
al s die Anzahl der Beteiligten. Die Sunme der Reste ist

ganzzahli g.
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1.1 Verfahren nach Hare/ N eneyer

Um di e Summenbedi ngung zu erfillen, also die vorgegebene Bil d-
Gesantheit zu erreichen, wird nach Hare/ N eneyer den Beteiligten

i n abstei gender Rei henfol ge der Betrége ihrer Reste jeweils eine
weitere Einheit zugeteilt, solange, bis die gewlinschte Bil d-
Gesantheit erreicht ist. Sind dabei nehrere Reste gleich, so fuhrt
das nur dann zum Konflikt, wenn ihre Anzahl grodfRer als die der
noch zu vergebenden Einheiten ist; ein solcher Konflikt kann

i nnerhal b di eses Verfahrens nicht gel 6st werden (sondern zum

Bei spi el durch Los-Entscheid).

1.2 Andere integral ansetzende Verfahren

Andere Verfahren di eser G uppe gehen ebenfalls von den Resten R
aus, werten diese aber nicht ohne weiteres in absteigender Rei-
henfol ge fur die Vervoll standi gung der Bild-Gesantheit aus, son-
dern setzen die Reste zuvor etwa noch ins Verhaltnis zu einer
anderen G 0Be, sei es zumjeweiligen proportionalen Anteil ap
oder zu dessen ganzzahligem Teil |1, oder anderes.

2. Inkrementell arbeitende Verfahren

Bei diesen Verfahren werden die Bild-Anteile der Beteiligten und
als deren Summe die Bild-Gesantheit schrittweise aus Anteil s-

Ei nhei ten auf gebaut. Der Prozel3 endet, wenn di e gewinschte Starke
der Bild-Gesantheit erreicht ist.

Vel che Starke der Anteil eines Beteiligten Bl schlieRlich anni mt,
wi rd dadurch bestimmt, w e oft er bei diesem Verfahren eine
Anteil s-Ei nheit zugew esen bekonmen hat, oder in einem anderen
Bild, wwe oft er "zugreifen" durfte. Wann und damt wie oft ein
Beteiligter imLaufe dieses Prozesses zugreifen darf, wird je nach
Ver fahren unterschi edlich vorgegeben.

Di e Verfahren dieser Gruppe haben genei nsam dal3 sie gedanklich
vor ubergehend statt mt der festen Bild-Gesantheit Gy mt einer
Vari abl en gp arbeiten, die bei Null begi nnend nicht nur ganz-

zahl i ge, sondern auch di e dazw schenliegenden rationalen Wrte
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annehnmen kann. Nach den unterschiedlichen Kriterien der ver-

schi edenen Verfahren (s.u.) wird ermttelt, bei welchen hypo-
thetischen, nicht zwi ngend ganzzahligen Wrten gpi:J der Bild-
Gesantheit die einzel nen Beteiligten B einen hypothetischen Bil d-
Anteil vonj =1, 2, 3 usw. hatten (oder zum ersten, zweiten
dritten Mal usw. zugreifen dirfen).

(Far das Verfahren unbedeutend, jedoch davon abgesehen bener-
kenswert ist, dall bei einemjeden solchen Schritt fiar den Betei-
[igten Bl sein hypot heti scher Anteil ganzzahlig, die zugehoérige
St arke der hypothetischen Bild-Gesantheit jedoch wie auch die
dazugehorigen Anteil e der anderen Beteiligten (wenn man sie denn
berechnen wirde) nicht notwendi g ganzzahlig sind.)

Die so entstehenden Wrte gpl+] ordnet man nun zunachst ohne
Ricksicht auf i bzw | ihrer G 6Re nach aufsteigend. Die so ent-
st ehende Fol ge wertet man nach dem I ndex i aus, indem man fur
jeden Wert von gpl+] dem entsprechenden Beteiligten Bl eine (seine
j-te) Anteils-Einheit zuteilt, so lange, bis die Sume aller zu-
geteilten Anteils-Einheiten die vorgegebene Bild-Gesantheit G,

auf gebaut hat.

In praxi wird also jeweils festgestellt, welcher Beteiligte B

bei m nachst héheren Wert gpi.] der (variablen) Bild-Gesantheit nach
der Vorschrift des jeweiligen Verfahrens das Anrecht (den Zugriff)
auf die nachste (seine j-te) Anteils-Einheit hat.

Es werden also den Beteiligten B in der Folge der (gp' 1) = 1, g
Pl atze ("Range") mt den Numrern r (begi nnend bei 1) zugew esen.
Die Wrte gp' -] werden aus di esem Grund auch RangmafBzahl en
genannt .

Die maxi mal en Werte von j, die bis zum Errei chen der Bil d-
Gesantheit G, den einzelnen Beteiligten Bl zugeordnet wurden,

besti men die ihnen letztlich zukommenden Bild-Anteile apl.
Abwei chend davon sind fir die bis zum Schl ul3 noch kei nmal zum Zuge
gekommenen Beteiligten die Bild-Anteile gleich O.
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Al's Kriteriumdafir, wann der i-te Beteiligte Anspruch auf seine
j-te Anteilseinheit hat, benutzen die gebrauchlichen Verfahren
sei nen Ur-Ver hal t ni sant ei

aui Y
bzw. dessen Kehrwert
G : aui.

Je grofRer der U -Verhaltnisanteil eines Beteiligten ist, bei desto
kl ei neren Werten der (voruibergehend variabl en) Bild-Cesantheit gp
hat der Beteiligte Anspruch auf die erste, zweite, ..., j-te
Anteil s-Einheit. Anders ausgedrickt: bei desto kleineren Wrten
begi nnen und desto dichter auf der gp-Achse |iegen seine
"Zugriffsstellen" gyl :].

I m f ol genden werden nur Verfahren betrachtet, die mt diesem
Kriterium arbeiten

Deren Verfahrensweise | a3t sich wie folgt in einer Fornel fassen:

o o &
gp' 'l = ap' ) x — (" RangmaRzahl en").
ay

Dabei i st

gp' ') der aktuelle Vert der voribergehend als vari abel
(nicht notwendi g ganzzahlig) gedachten Bil d-Gesant heit
Op, bei der - hypothetisch - der Beteiligte Bl den
Anspruch auf die j-te (j ganzzahlig) Anteils-Einheit
hat, nach den Kriterien, die in abi,j definiert sind
(bei der er also seine j-te Zugriffsstelle hat).

ap'»J  Koeffizient, der festlegt, das Weviel fache des
Kehrwerts seines U -Verhaltnisanteils der Beteiligte
Bl nit der durchlaufenden Bild-Gesantheit gpi+J er-
rei cht haben muf3, um Anspruch auf seine j-te Anteils-
Ei nheit zu haben.
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I n der Regel sind die Bedingungen fur alle Beteiligten
gl ei ch, so dalR di eser Koeffizient dann nicht von
abhéangt .

Aus praktischen G inden verwendet man in den Al gorithmen neist die
Unrkehrung der vorstehenden Fornel :

1 1 ay!
—_— = — X
gp'-1  ap'! Q

und nultipliziert die Formel mt dem konstanten Faktor G, (da auf
di e Rei henfol ge der gyl :] ein konstanter Faktor keinen Einfluf
hat ) :

Sbi,j = X const ("Hochst zahl en").

Dem Kehrwert entsprechend nuf3 man dann zur Ermttlung der Rei-
henf ol ge bei m sukzessi ven Auf bau der Bil d-Gesantheit die Zahl en
Spi+] absteigend ordnen: der Beteiligte nit demgréften S greift
zuerst zu

Aus di esem Grund werden die Zahlen Spi:J (oder von i und j unab-
hangi ge Vi el fache davon) Hochstzahl en genannt; die auf dieser
Basi s arbeitenden Verfahren hei Ren Hochstzahl - oder Rangmaf3zahl -
Ver f ahr en.

2.1 Hochst zahl - Ver f ahren nach d' Hondt

Bei diesem Verfahren wird fiur die Feststellung, bei welchem vor-
| &ufigen Wert der Bild-Gesantheit der nédchste Beteiligte das An-
recht auf die nachste Anteils-Einheit hat und wel cher Beteiligte
das ist, strenge und "unmttel bare” Proportionalitéat zugrundege-
| egt:

man wahlt hi erbei:

apl 1 =] j =1, 2,
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daher ist: gpl ]

|
X
I
I
I

und folglich

Spll = j =1, 2, 3,

Di e Hochst zahl en werden al so bestimt, indemnan die Ur-Anteile
der Beteiligten der Rei he nach durch 1, 2, 3, ... teilt.

2.2 Rangnmal3zahl - Ver f ahren nach Sai nte Lagué/ Schepers

Hi erbei reicht fur den ersten Zugriff eines jeden Beteiligten
schon aus, dall die Voraussetzung nach der strengen Proportiona-
l[itat zur Halfte (zum 0,5-fachen) erfdllt ist; imUbrigen bleibt
die Schrittweite gleich, so dal3 fur die weiteren Zugriffe die
Vor ausset zungen jeweils nur zum 1, 5-fachen, 2,5-fachen usw.,

all genein zum (j-0,5)-fachen erfullt sein nissen:

abI,j :j - 0’5 ] =1, 2’
o Q,
gp''] =( - 0,5 x —
ay'
o ay!
Spl ) = ——— X const
j - 05
o ay!
Spl ) = ——— j =1, 2
2] -1

Bei di esem Verfahren | assen sich die Hochstzahl en al so besti nrmen,
indemman die U -Anteile der Beteiligten durch
1, 3, 5, 7, ... teilt.

Durch di esen Ansatz wird ei ne bei m Verfahren nach d' Hondt | eicht
nobgl i che Benachteiligung von Beteiligten mt relativ kleinen Ur-
Anteil en verm eden
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2.3 Veral |l genei nertes Rangmal3zahl - Ver f ahren

Der Sprachgebrauch bevorzugt di e Bezei chnungen "Hbchst zahl -

Ver fahren nach d' Hondt" und "RangmalRzahl - Ver fahren nach

Sai nte Lagué/ Schepers". We gezeigt wiurde, geht die Unterschei dung
zwi schen RangmafRzahl und Hochstzahl |ediglich auf die operative
Vor gehenswei se zurick, far wel che aber beide Verfahren in gleicher
Wei se offen sind. Deshalb ist es gerechtfertigt, beide Verfahren
unter der Bezei chnung "Rangnmal3zahl - Ver f ahren” zusamenzuf assen.

An dieser Stelle wird eine allgeneinere Formder Rangmaf3zahl -
Ver fahren unter Ei nfdhrung eines "Verfahrensparaneters”
vor geschl agen

ap!'J =j - m i =1, 2
m t 0O £m<1
wel che
das Verfahren nach d' Hondt (m=0)
und
das Verfahren nach Sai nte Lagué/ Schepers(m = 0, 5)

al s Spezialfalle einschlielt.

Damt gilt allgenein fir die Rangmal3zahl en:

gp'"l = (j - mM x _E;'_"_ X const
ay!
und fir di e Hochst zahl en:
o ay!
st,] = __~ X const
(j - m

Diese Formw rd unter anderemmt dem Ziel eingefuhrt, Wge fir
di e Aufl 6sung der im fol genden behandel ten Mehrdeuti gkeiten
vor zuschl agen
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2.4 Mehrdeuti ge Ergebni sse bei RangnmafRzahl - Verf ahren

Bei den bei den oben beschriebenen und in der Praxis eingefuhrten
Rangnmaf3zahl - Ver f ahren nach d' Hondt bzw. nach Sai nte Lagué&/ Schepers
tritt der Fall nicht selten auf, dal zwei oder nehr Hochst- bzw
Rangmaf3zahl en (fur verschi edene Beteiligte) exakt densel ben Wert
haben. An dieser "Stelle" des Zugriffs entsteht dann eine Mhr-
deutigkeit, d. h. das Verfahren gi bt keine Vorschrift, in welcher
Rei henfol ge die Beteiligten mt gleichen Hochstzahl en zum Zugriff
berechtigt sind. Wrd das Verfahren allein fir die Bestinmung der

| etztendlichen Bild-Anteile, d. h. zur Zusammenset zung der Bil d-
Gesant heit, eingesetzt, so stort eine solche Mehrdeutigkeit nur,
wenn die letzten Zugriffe davon betroffen sind, d. h. soweit die

| et zt en malRgebl i chen Hochst- oder Rangmafl3zahl en mehrdeutig sind.
Wenn das Verfahren dagegen (auch) zur Bestinmung ei ner Rei henfol ge
des Zugriffs eingesetzt werden soll, ist diese Mehrdeutigkeit auf
j eden Fall storend.

Al | genei n bedeutet dies, daR das Verfahren unter Unst&nden keine
schl Ussi gen Ergebnisse liefert und daR man auf verfahrensfrende
Hlfsmttel (we z. B. einen Los-Entscheid) ausweichen mu3. Es i st
wiinschenswert, di esen Mangel innerhal b der Rangmaf3zahl - Verf ahren
abzustel |l en oder weni gstens di e Wahrscheinlichkeit des Auftretens
ei ner Mehrdeutigkeit zu verringern.

Mt diesemZiel wird imAnhang 1 erdrtert, wie und in wel chen
Fall en es zu Mehrdeutigkeiten kommt. Dort wird gezeigt, dal

Mehrdeuti gkeiten auftreten, wenn eines der vorgegebenen Ur-
Ver hal t ni sse

zuféllig mt einemder im Verteilungsverfahren vorkomenden
"Zugri ffs-Verhal t ni sse"”

zusammenfal | t.

AP 1994/002 Datum: 15. Dezember 1994 Seite: 14



Z1 5: Grundziige der Verfahren zur Berechnung von Anteilen (Sitzverteilungen)

Die U -Verhaltnisse sind als Ausgangsbedi ngungen der Verteil ungs-
auf gabe fest vorgegeben; die Zugriffs-Verhaltni sse dagegen sind
Uber die in gewi ssen G enzen wadhl bare G 6Re m zu beei nfl ussen. Es
wird die Vermutung aufgestellt, dall die Wahrscheinlichkeit fir ein
Auftreten von Mehrdeutigkeiten durch ginstige Wahl von m erheblich
verringert werden kann, ohne die wesentlichen Eigenschaften (und
Er gebni sse) der Verteil ungsverfahren nach d' Hondt und nach

Sai nte Lagué/ Schepers ansonsten zu ver andern.

Hierzu wird an der G 63e m eine dem Betrag nach beliebig kleine
posi tive oder negative Korrektur k (|k| << 1) angebracht, die auf
ei ne ggf. vorhandene Mehrdeutigkeit als "Stoérung” wirkt und die
zusamenf al | enden Hochst zahl en aufspaltet, so dal sich w eder eine
ei ndeuti ge Rei henfol ge ergibt.

In praxi konnte man etwa k = 0,001 wahl en, so dal3 sich die
Hochst zahl en

_ ayl
s =____
j-(m+ k)
imFall d Hondt zu
_ ayl
s, =_____
j-0,001

und i mFall Sainte Lagué/ Schepers zu

ergeben. Fur di e Rangmaf3zahl en gilt entsprechendes.

Wenn man di e Berechnungen automati sch vorninmmt, spielt die erhdhte
Konpl i kati on des Rechenvorganges gegenuber den an sich bestechend
ei nfachen Al gorithnen der "reinen" Verfahren nach d' Hondt und

Sai nte Lagué/ Schepers keine Rolle. Grenzen sind hier nur durch die
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Genaui gkeit des nunerischen Verfahrens in der Rechenanl age
geset zt .

We eine weitere Nebenbetrachtung (Anhang 2) zeigt, wirkt sich die
Auf | 6sung ei ner Mehrdeutigkeit, die bei d Hondt (imFall m= 0)
und bei Sainte Lagué/ Schepers (imFall m= 0,5) auftritt, durch

ei ne Korrektur von m fol gender maf3en aus:

Wrd m dem Betrage nach geringfugig vergrofRert (positives k), so
wird der Beteiligte mt demkleineren U-Anteil bevorzugt, komnt
al so vor demBeteiligten mt demgroReren U -Anteil zum Zugriff.
Das Ungekehrte gilt fur die Verkleinerung des Betrages von m
(negatives k).

(Dieses Verhalten liegt auf der generellen Linie, daB bei m Uber-
gang von d' Hondt auf Sainte Lagué/ Schepers, d. h. bei der Vergro6-
Berung von m= 0 auf 0,5 , eine etwa vorhandene Benachteiligung
der Kl eineren abgem | dert wrd.)

Um auch noch sol che durch di e Korrektur eingebrachten Bevor-
zugungen bzw. Benachteiligungen auszugl ei chen, wird erganzend
vor geschl agen, das Vorzei chen der Korrektur k alternierend zu
wahl en dergestalt, dal k etwa fur ungerade j positiv und fur
gerade j negativ oder ungekehrt ist, wobei sein Betrag aber
konst ant bl ei bt.

Di e einzige notwendi ge Festlegung betrifft dann nur noch, ob man
(fdr j = 1) mt positivemoder mt negativemk beginnt.
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D e Rangmaf3zahl en ergeben sich dann aus der Fornel:

gl = (- (m+ (-1 T x k) xf“____
ay

und di e Hochst zahl en aus der Fornel:
o ay! .
S, = . J
- (m+ (-0l Tk

Ver f ahr enspar anet er:

0 f ir das Verfahren nach d' Hondt

m
m
Auf spal tungskonstante: |k| << 1

Start paraneter: | =1 oder O

1,2,....

0,5 fur das Verfahren nach Sainte Lagué/ Schepers
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Anhang 1

Mehrdeutigkeiten bei inkrementellen Verfahren

Ohne Beschrankung der All genei nheit kann di e Betrachtung auf den
Fal | nur zwei er Ubereinsti nmender Hochst zahl en ei ngeschr ankt
wer den:

Six:ix =Sy y

Ei ne Mehrdeutigkeit tritt dadurch auf, dalR die Hochstzahl des
Beteiligten ix fur seinen jx-ten Zugriff gleich derjenigen des
Beteiligten iy fir dessen jy-ten Zugriff ist.

Unter Verwendung der in den vorangehenden Abschnitten stehenden

Definitionen ergibt sich, dal dies genau dann der Fall ist, wenn:
1)

ay' x ay'y

aglx  Ix - om
al so : = -
ay'y Jy - m
ayl x wur den bereits als die
- "Ur-Verhal tni sse" eingefthrt;
ay'y
jx - m werden hier als die
_______ "Zugri ffs-Verhal tni sse”
jy - m bezei chnet.

Bei m Verfahren nach d' Hondt (m = 0) geht es bei der Frage nach
Mehr deuti gkeiten darum ob das U -Verhaltnis von zwei Beteiligten
sich unter Nutzung etwai ger genei nsaner Teiler soweit kirzen |afit,
dall zahl er und Nenner gleichzeitig in die Zahl en-Bereiche ihrer

j eweiligen Anzahl von Zugriffen fallen. Das bedeutet, dalR der

D zur Prifung, ob tatséchlich eine exakte Gleichheit der Hochstzahlen vorliegt oder etwa nur durch eine
Ungenauigkeit der Berechnung vorgetauscht wird, empfiehlt es sich in der Praxis, statt der Divisionen
Multiplikationen durchzufuihren: a,'x - Gy - m) = a'y (ix - m)?
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Anhang 1

Zahl er des soweit w e nbglich geklirzten Bruches gl eich einer
ganzen Zahl kl einer gleich gbix und zugl ei ch der Nenner gl eich
ei ner ganzen Zahl kleiner gleich gbiy sind 2. Wenn auch gl ei che
Vi el fache noch di ese Bedi ngungen erfillen, kormmt es an den

ent sprechenden Zugriffs-"Stellen" zu W ederhol ungen di eser

Mehr deuti gkei t.

Bei dem Verfahren nach Sainte Lagué&/ Schepers (m= 0,5) tritt die
Mehrdeuti gkeit dann auf, wenn das Ur-Verhaltnis nach nbglichst
wei t gehender Kirzung Zahl er und Nenner besitzt, die gleich einer
unger aden Zahl Kkl ei ner gleich 2gbix - 1 bzw. Zgbiy - 1 sind 2).

Zwar gi bt es sowohl bei Sainte Lagué/ Schepers w e bei d'Hondt fuar
die Beteiligten iy und iy insgesant eine (nahezu) gleiche Anzah
von Zugriffen, bis ihre Bild-Gesantheit erreicht ist. Das hei 3t
auch, dalR bei beiden Verfahren die Anzahl en nbglicher Z&ahler und
nogl i cher Nenner und denzufol ge auch di e Anzahl en noglicher
Zugriffs-Verhaltnisse, fur wel che Mehrdeuti gkeiten infrage komren,
gl ei ch sind.

Jedoch verteilen sich die auftretenden Z&hl er und Nenner der Zugriffs-
Ver hal t ni sse bei beiden Verfahren Uber unterschiedliche Intervalle im
Raum der natirli chen Zahl en:

bei d' Hondt von 1 bis ungefahr apl x bzw. aply;

bei Sai nte Lagué/ Schepers dagegen von 1 bis ungeféahr
2gbix - 1 bzw. Zgbiy - 1.

Das hei 3t, die Dichte der "gefahrlichen Stellen" im Raum der nat ur -
Iichen Zahlen ist bei Sainte Lagué/ Schepers geringer (nur etwa halb so
grofl) als bei d Hondt. Di e Wahrscheinlichkeit, dall Zahl er und Nenner
der Ur-Verhal tnisse darauf fallen, sollte deshal b kl ei ner sein.

2) Das setzt voraus, daR sich diese Bildanteile tatsachlich bestimmen lassen, also nicht gerade bei den dafir
mafRgeblichen letzten Zugriffen eine Mehrdeutigkeit auftritt. Sonst muf3 man bei der Betrachtung von den letzten
noch eindeutigen Zugriffen ausgehen und deren Nummern um die noch ausstehenden Zugriffe vorsichtshalber
erhéhen.
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Anhang 1

Ohne weitere Erorterung und ohne Beweis wird hier die Vernutung
gedulRert, dall dadurch - Uber eine grofRe Anzahl von Verteil ungsauf -
gaben gemttelt - die Wahrscheinlichkeit fidr das Auftreten von
Mehr deuti gkei ten bei Sainte Lagué/ Schepers geringer ist als bei

d' Hondt .

D esen Sachverhalt, der von der Einfidhrung der KorrekturgroélRe m=
0,5 gegenuber der Fornel von d Hondt herrithrt, kann man sich noch
wei ter zunutze machen, um di e Wahrscheinlichkeit fir das Auftreten
von Mehrdeutigkeiten zu verringern, ohne die wesentlichen Ei gen-
schaften der Verfahren nach d' Hondt und nach Sai nte Lagué/ Schepers
anzut ast en.

Es geht dabei darum Z&ahler und Nenner der Zugriffs-Verhaltnisse

so zu gestalten, dalR sie von den vorkonmenden Ur - Verhaltnissen

nur mt geringerer Wahrscheinlichkeit "getroffen"” werden kénnen.
Ein Mttel dazu ist, durch geeignete Veranderung von m Zahl er und
Nenner der Zugriffs-Verhaltnisse grol3e Werte annehmen zu | assen,
und zwar so, dal jedes dieser Zugriffs-Verhaltni sse auch kei ne
genei nsanen Teiler hat, die durch Kirzung die ndglichen Werte von
Zahl er und Nenner wi eder in den gefdahrlichen Bereich zurickhol en
kénnt en.

G oRRe Zahlen fir Zahl er und Nenner der Zugriffs-Verhéltnisse er-
rei cht man durch kl ei ne Korrekturen an den ursprunglichen Werten
fur m

Lakt man z. B. auf meine "Stoérung” k = 0,001 wirken, setzt al so
bei d' Hondt statt m= 0 den Wert 0,001 und bei
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Anhang 1

Sai nte Lagué/ Schepers statt 0,5 den Wert 0,501 ein, so
ergeben sich als Zugriffs-Verhaltnisse 3 bei d' Hondt:

iy - (mk) 999 999

iy - (mk) 1999 2,999
1.999 1.999
2.999 3.999
5.999 5.999
6.999 7.999 ’

iy - (mk) 499 499

iy - (mk) ©1.499 2. 499
1.499 1.499
2.499 3.499
5.499 5. 499
6.499 7.499 ’

(die Verhaltnisse mt gleichem Zahl er und Nenner sind wegge

| assen, da sie bedeuten wirden, dalR die U-Anteile zweier Be-
teiligter gleich waren, ein Fall von Mehrdeutigkeit, der verstand-
i cherwei se auch i m Rahnen dieser erweiterten Verfahren nicht

auf gel 6st werden konnte.)

3) Die Verhaltnisse sind jeweils so zu erweitern, dafd im Z&hler und im Nenner ganze Zahlen
stehen, da mit den (ganzzahligen!) Ur-Anteilen zu vergleichen ist.
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Anhang 1

Es versteht sich, dal3 die St6rung von m auch negativ gewahlt
wer den kann; bei spi el sweise entstehen fiar k = -0,001 imFall von
d' Hondt Ver hal t ni sse der Art:

bzw. imFall von Sainte Lagué/ Schepers Verhéltnisse der Art:

Ohne Ei nschrdnkung der Al |l genmeinheit wird i mfol genden angenommen,
daR iy den Beteiligten nit dem kleineren Ur-Anteil aylX und iy
den Beteiligten mt dem grof3eren Ur-Anteil auiy bezei chnet.

Di e Zahl en in Zahl er und Nenner werden bei diesem Verfahren - von
event uel | en Kurzungsnigli chkeiten ei nmal abgesehen - desto groRer,
je kleiner die Abweichungen in mvon den Werten 0 (d' Hondt) bzw.
0,5 (Sainte Lagué/ Schepers) sind. D e global en Ei genschaften der
bei den Verfahren werden dagegen durch di ese Korrektur desto

weni ger beridhrt, je kleiner sie ist.

Wenn es gel d4nge, unabhangi g von ei ner konkreten Verteil ungsauf gabe
durch die Wahl eines glinstigen Wertes fur m solche Werte fir
Zahl er und Nenner zu gewi nnen, die einerseits jenseits aller vor-
kommenden Bild-Anteile liegen (also fir die Besetzung der Aus-
schisse im Parl anent etwa jenseits von 50) und andererseits auch
noch Prinzahl en darstellen, so dall die Zahler und Nenner nicht
durch Kirzung w eder in den kritischen Bereich zurickgeholt werden
kénnten, so ware damt die Mehrdeutigkeit bei d Hondt bzw.

Sai nte Lagué/ Schepers in einem definierten Anwendungsbereich
grundsét zl i ch ausgeschl ossen.

| m Gbri gen mif3ten di e vorstehend geaullerten Vernutungen durch
zahl ent heor eti sche Betrachtungen unternauert werden.
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Anhang 2

Auswirkungen einer Korrektur zur Auflésung von Mehrdeutigkeiten

im Rangmalzahl-Verfahren

Es |iege die Mehrdeutigkeit vor:

Sixix = Sliyly

Das bedeut et

agldx  agivy
. = = (1)
Jx - m Jy - m
Dabei ist vorausgeset zt:
0O £m<1
Wr ersetzen nun zur Aufl dsung der Mehrdeuti gkeit
m durch (m+ k)
derart, dalR weiterhin gilt
Ofm+ k<1
Zur Verei nfachung der Schrei bwei se setzen wr:
jx - m=N jy - m=N (1)
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D e neuen Hochst zahl en nach Ei nf uhrung der Korrektur ergeben sich
Zu:

o ay! 4 x
Side=_ o0
N - k
. a;lyvly
Slyly = __u____
N - k

Aus deichung (1), die weiterhin gilt, ergibt sich:

ag'vly = aytdx -
N

o ay! A x
Slyly = ) - v
N kN

Wr bilden das Verhaltnis der neuen Hochst zahl en

Six N, - k N,

Sy Ne - Kk N,

Sl x 1 - ok
_ N,

. k
Slyly 1 -
N

Ohne Beschrankung der All genei nheit nehnmen wir an:

aui xjx > auiyjy
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Anhang 2

Daraus fol gt unter Verwendung von (I):

Ne > N,
Fall a) k >0
k k
<
N N,
k k
1 - ____<1-
N N,
§ixjx <_Siyjy
Fal | b) k <0
k k
>
N N,
k k
1 - ____<1-
N N,
Sidx >Slyly
Er gebni s:

Ei ne VergrofRerung von m bewi rkt eine Aufl dsung der Mehrdeuti gkeit
derart, dalR die Hochstzahl des "Starkeren" (des Beteiligten mt
dem gr6Beren Ur-Anteil) gegeniber derjenigen des "Schwacheren”
(mt demkleineren U-Anteil) zurickfallt. Bei einer Verkleinerung
von mtritt das Ungekehrte ein.
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