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- Kurzfassung (,,Executive Summary*) -

Das Bundesverfassungsgericht hat am 3. Juli 2008 festgestellt’, dass das geltende Bundestags-
Wahlrecht in Teilen gegen die Verfassung verstdft, weil und soweit iiber den Effekt des negati-
ven Stimmgewichts die Grundsétze der Gleichheit und der Unmittelbarkeit der Wahl verletzt
werden konnen. Dem Gesetzgeber hat es aufgegeben, bis zum 30. Juni 2011 eine neue, verfas-
sungsméBige Regelung zu treffen. Ein erster Gesetzentwurf, der eine Losung des Problems vor-
schlug, wurde am 3. Juli 2009 vom Plenum des 16. Deutschen Bundestags abgelehnt. Damit stand
zum einen fest, dass die Bundestagswahl im September 2009 nach dem alten System stattfinden
wiirde. Zum anderen muss sich der 17. Deutsche Bundestag in der ersten Hélfte seiner Legisla-

turperiode erneut mit dem Thema Wahlrecht beschéftigen.

Eine Losung des Problems der negativen Stimmgewichte wird vorwiegend am Thema der Uber-
hangmandate bzw. am zweistufigen System der Sitzzuteilung ansetzen miissen. Hintergriinde
hierzu wurden bereits in einem fritheren Infobrief dargelegt (vgl. Liibbert 2009%). Notwendiger
Bestandteil einer Losung ist aber auch die Entscheidung fiir ein bestimmtes Sitzzuteilungsverfah-
ren: Im Bundeswahlgesetz (BWahlG) wird u.a. das mathematische Verfahren festgelegt, nach dem
Parlamentssitze auf Parteien und Landeslisten verteilt werden (§§ 6, 7 BWahlG). Bisher vorlie-
gende Expertenvorschlége fiir eine Neuregelung unterscheiden sich im Hinblick auf das Sitzzu-
teilungsverfahren nicht primér in der Wahl des Verfahrens, sondern vor allem in dessen mathe-
matischer und sprachlicher Formulierung im Gesetzestext. Gerade letztere kann von Bedeutung
sein fiir die Normenklarheit und Verstdndlichkeit des Verfahrens, die das Verfassungsgericht

ausdruicklich fordert.

Als Hintergrund fiir die somit anstehende Debatte fasst der vorliegende Text Erkenntnisse der
Wahlmathematik zusammen. Ziel ist es, grundsétzliche Mdéglichkeiten sowohl bei der Auswahl
eines geeigneten Verfahrens als auch bei dessen moglichst nachvollziehbarer mathematischer
Formulierung aufzuzeigen. Zudem soll ein Uberblick iiber die teils iiberraschenden mathemati-
schen Eigenschaften der unterschiedlichen Verfahrens-Arten gegeben werden. Im Anhang wer-
den diese allgemeinen Eigenschaften anhand von Ergebnissen vergangener Bundestagswahlen

illustriert und auf ihre Relevanz in der Praxis tiberpriift.

E Bundesverfassungsgericht, Urteil des Zweiten Senats — Az. 2 BvC 1/07, 2 BvC 07/07 — siehe
http://www.bundesverfassungsgericht.de/entscheidungen/cs20080703_2bvc000107.html.

2 Siehe http://www.bundestag.de/dokumente/analysen/2009/negative_stimmgewichte.pdf .
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Die Aufgabe eines Sitzzuteilungsverfahrens in Verhéaltniswahlsystemen besteht mathematisch
darin, allen zu beriicksichtigenden Parteien eine Sitzzahl zuzuweisen, die moglichst genau pro-
portional zu deren Stirke ist. Bei der Bundestagswahl entspricht diese Stidrke der jeweiligen An-
zahl an Wiahlerstimmen (das fordert der Grundsatz der Gleichheit der Wahl, aus dem auch die
Chancengleichheit der Parteien folgt), bei der Ausschussbesetzung hingegen der Fraktionsstdrke
im Plenum (dies regelt § 12 der Geschéftsordnung des Bundestages). Diese Aufgabe wire mathe-
matisch sehr einfach, wenn nicht hinzukdme, dass das Ergebnis ganze Zahlen darstellen muss.
Dies kann, auBer in Sonderfillen, nur dadurch erreicht werden, dass die , Idealanspriiche” nach

bestimmten Regeln gerundet oder in anderer Weise auf ganze Zahlen angepasst werden.

Es eroffnet sich so ein ganzes Feld moglicher Vorgehensweisen, die jeweils Vor- und Nachteile
haben. Um diese zu beurteilen, bieten sich einige mathematische Kriterien an. Erstes Kriterium
ist dabei das Ideal der Proportionalitit, dem ein Verfahren zwar im Einzelfall nie ganz entspre-
chen kann, von dem es aber nicht mehr als n6tig abweichen sollte. Diese Abweichung kann etwa
durch Vergleich der einer Partei zugeteilten Sitze mit der zugehorigen ,,Quote” (,,Hare-Quote®,
also dem idealen Sitzanspruch der Partei inklusive Nachkommastellen) gemessen werden. Halt
sich diese Abweichung in bestimmten Grenzen, so hat das Verfahren die Quotenbedingung er-
fiillt. Alternativ kann die Abweichung durch Vergleich der Erfolgswerte der Wahlerstimmen bzw.
der Vertretungsgewichte der Mandate verschiedener Parteien untereinander gemessen werden.
Die einzelnen Abweichungen kénnen zudem unterschiedlich gewichtet werden: Entweder wird
nur der ungiinstigste Einzelvergleich oder aber die durchschnittliche Abweichung im Mittel aller

beteiligten Parteien berticksichtigt.

Zweites wichtiges Kriterium ist die Neutralitit in Bezug auf die Parteigrofe: Solange Abwei-
chungen vom Ideal der Proportionalitdt unvermeidlich sind, sollen alle Parteien davon moglichst
gleichméBig betroffen sein. Vermieden werden soll der Fall, dass entweder groBe oder kleine Par-

teien allein aufgrund ihrer GréBe benachteiligt werden.

Zwei weitere Kriterien betreffen die Monotonie: Sind mehr Sitze zu verteilen, sollen alle Parteien
daran teilhaben (kdnnen). Nicht vorkommen darf der Fall, dass eine Partei allein aufgrund einer
Erhéhung der Gesamtgrofe des Parlaments einen Sitz verliert. Ist dieses dritte Kriterium der
Haus-Monotonie nicht gegeben, so liegt ein Fall des sog. Alabama-Paradoxons (Sitzzuwachs-
Paradoxons) vor. Das vierte Kriterium tragt den Namen Bevolkerungs-Monotonie: Verzeichnet
eine Partei A einen (relativen) Stimmenzuwachs in Vergleich zu Partei B, so darf dies nicht zur
Folge haben, dass A einen Sitz an B verliert. Anderenfalls wiirde sich die Sitzzahl gegenldufig

zur Wihlerentwicklung verdndern; dies schiene schwerlich mit dem Gedanken der Proportionali-
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tdt vereinbar. Die Sitzzahl beider Parteien soll vielmehr vor dem Hintergrund ihrer Stimmenzah-
len von beiden als gerecht empfunden werden. Daher darf dieser paarweise Vergleich jeweils nur
das Paar A und B betreffen und nicht zusétzlich von Wahlteilnahme oder Wahlerfolg einer drit-

ten Partei C abhédngen. Verletzungen dieses Prinzips fiihren zum sog. Wéahlerzuwachs-Paradoxon.
Ist das Kriterium der Bevolkerungs-Monotonie hingegen erfiillt, so spricht man von ,,Konsistenz*

bzw. ,Kohidrenz“ des Verfahrens.

Jedes der o.g. Kriterien kann fiir eine selbstverstdndliche Mindestanforderung an ein gerechtes
Verfahren gehalten werden. Die praktische Erfahrung zeigt jedoch, dass viele Verfahren das eine
oder andere Kriterium verletzen. Erschwerend hinzu kommt eine grundlegende Erkenntnis: Ba-
linski und Young (1982) bewiesen mathematisch, dass kein denkbares Verfahren in allen Fallen
gleichzeitig die Quotenbedingung erfiillen und die Bevolkerungs-Monotonie gewédhrleisten kann
(,,Unmaoglichkeitssatz von Balinski und Young“). Zwei der Mindestanforderungen sind demnach

miteinander unvereinbar und nicht gleichzeitig erfiillbar.

Ein ideales Verfahren ist deshalb nicht nur noch nicht gefunden, sondern es existiert nicht.
Kompromisse sind unvermeidlich; es kommt darauf an, unter den o.g. mathematischen Kriterien
eine geeignete Auswahl zu treffen bzw. Priorititen zu setzen. Um einen geeigneten Kompromiss
zu identifizieren, ist es zunéchst sinnvoll, alle zur Verfiigung stehenden Verfahren systematisch
zu klassifizieren. Hierfiir erweist sich eine Analogie als hilfreich: Das Problem der Sitzzuteilung
bei Verhéltniswahlen ist mathematisch fast identisch mit der Verteilung von Wahlkreisen auf
einzelne Bundesstaaten in Mehrheitswahlsystemen. Daher ist insbesondere die Erfahrung, die in
den USA in tber 200 Jahren der Diskussion iiber Zuteilungsverfahren gewonnen wurde, unmit-

telbar auf Deutschland iibertragbar.

Es existieren drei Hauptgruppen von Verfahren: Automatische Verfahren gehen von einer festen
Wahlzahl aus und weisen z.B. fiir je 60.000 Stimmen einen Sitz zu (so in der Weimarer Repub-
lik). Ein Nachteil dieser Verfahren liegt darin, dass mit der Wahlbeteiligung die Parlamentsgrofe
stark schwanken kann. Quotenverfahren wie das bekannte Verfahren von Hare/Niemeyer rech-
nen fiir jede Partei vorab ihren Idealanspruch (mit Nachkommastellen) aus und runden diesen
zundchst fiir alle Parteien ab, dann aber fiir einzelne wieder um einen Sitz auf, bis die angestrebte
ParlamentsgroBe erreicht ist. Divisorverfahren schlieflich lockern zwecks Erreichen der korrek-
ten Gesamtsumme an Sitzen nicht die individuellen Schwellen fiir einzelne Parteien, sondern
verdndern den gemeinsamen MaDBstab (,,Divisor”) so lange, bis nach Neuberechnung mit einer
bestimmten Rundung die Summe stimmt. Die Vielfalt der Divisorverfahren unterscheidet sich

einzig in der Rundungsvorschrift. Systematische Abrundung fiithrt zum bekannten Verfahren von
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D’Hondt, systematische Aufrundung zum Verfahren von Adams, Standard-Rundung (Rundungs-
grenze bei Bruchteil 0,50) zum Verfahren von Sainte-Lagué/Schepers. Komplexere Rundungsre-
geln fithren zu den Verfahren von Dean und von Hill-Huntington. Uber diese fiinf ,traditionel-

len“ Divisorverfahren hinaus existieren unzdhlige weitere.

Alle Divisorverfahren konnen auch anders formuliert werden. Moglich sind Formulierungen als
Hochstzahlverfahren, als Rangmafizahlenverfahren, iiber paarweisen Vergleich oder als Opti-
mierung einer Zielfunktion. Die verschiedenen Darstellungs-Varianten fiir jedes einzelne Verfah-
ren fiihren in jedem konkreten Fall mit mathematischer Notwendigkeit jeweils zum identischen
Zuteilungsergebnis. Sie stellen insofern dasselbe Verfahren dar. Dem Anwender eréffnet sich
somit die Freiheit, jedes gewiinschte Divisorverfahren je nach Zweck so oder so zu formulieren.
Unterschiedliche Zwecke konnen dabei in der sprachlichen Verstdndlichkeit der Verfahrensvor-
schrift, der Einfachheit ihrer Anwendung per Computer oder in der Analyse mathematischer Ei-

genschaften des Verfahrens liegen.

Werden die Eigenschaften aller Verfahren im Hinblick auf die o.g. Kriterien analysiert, so stellt
sich heraus: Quotenverfahren erfiillen immer die Quotenbedingung. Sie kénnen jedoch die Mo-
notonie und Konsistenz verletzen. Dies zeigt sich an Paradoxien, unter denen das Verfahren nach
Hare/Niemeyer leidet. Divisorverfahren hingegen sind immer konsistent; sie leiden als einzige
nicht unter Paradoxien. Der Anwender hat damit die Wahl zwischen Verfahren, die konsistent
sind, und solchen, die die Quotenbedingung erfiillen. Viele Beobachter neigen dazu, die Verlet-
zung der Konsistenz durch Quotenverfahren fiir so gravierend zu halten, dass die Verletzung der
Quotenbedingung bei Divisorverfahren akzeptabler erscheint. Wohl auch deshalb haben sich der
US-Kongress (1910) wie der deutsche Wahlgesetzgeber (2008) von Quotenverfahren getrennt.

Beschrankt man daher die weitere Betrachtung auf Divisorverfahren, so unterscheiden sich die
einzelnen Verfahren primér in Bezug auf das Kriterium der ParteigroBen-Neutralitdt. Beim Ver-
fahren nach D’Hondt ist nachweisbar, dass es groBe Parteien bevorzugt; das Verfahren nach
Adams hingegen gewdhrt kleinen Parteien einen systematischen Vorteil. Das Verfahren nach
Sainte-Lagué/Schepers weist die groBte Neutralitdt auf und halt gleichzeitig die mdégliche Verlet-
zung der Quotenbedingung sehr gering. Insofern spricht nicht alles, aber doch vieles dafiir, dass

Sainte-Lagué/Schepers ein bestmdoglicher Kompromiss ist.

Folgerichtig hat der Bundestag dieses Verfahren 2008 im Bundeswahlgesetz festgeschrieben und
im Gesetzestext eine Formulierung als iteratives Verfahren mit Divisor-Anpassung gewahlt. Fiir
die anstehende nédchste Reform des Bundeswahlgesetzes ist eine naheliegende Mdglichkeit, die-

ses Verfahren beizubehalten, aber es sprachlich anders zu formulieren: Durch Expertenvorschla-
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ge wurde jingst deutlich, dass die Formulierung des Verfahrens nach Sainte-Lagué/Schepers in
der Variante als Hochstzahlverfahren die Klarheit und Kompaktheit des Gesetzestextes ebenso

wie seine Verstiandlichkeit erhohen kann.
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1. Motivation: Die anstehende Reform des Bundestags-Wahlsystems

Das Bundesverfassungsgericht hat am 3. Juli 2008 das bis zur Bundestagswahl 2005 praktizierte
Wahlsystem fiir teilweise verfassungswidrig erklart®. Dem Gesetzgeber hat es aufgetragen, bis spa-
testens zum 30. Juni 2011 das Bundeswahlgesetz* (BWahlG) so zu dndern, dass der Effekt des sog.
,negativen Stimmgewichts“ (s. Liibbert 2009) nicht mehr auftreten kann. Ein erster Losungsvor-
schlag, den die Fraktion Biindnis 90/Die Griinen als Gesetzentwurf® ins Parlament eingebracht
hatte, wurde am 3. Juli 2009 vom Plenum des Bundestages abgelehnt. Damit stand nicht nur fest,
dass die Wahl im September 2009 noch nach dem alten System stattfinden musste — sondern
auch, dass der Bundestag sich in der ersten Hélfte der 17. Wahlperiode erneut mit dem Problem

befassen muss.

Die in Fachkreisen bisher diskutierten Losungsmoglichkeiten sind sich in Teilen sehr dhnlich:
Uberwiegend streben sie eine Losung des Problems an, indem die Uberhangmandate einer Partei
in einem Bundesland zukiinftig {iber die anderen Landeslisten derselben Partei kompensiert
werden sollen. Relevante Unterschiede zwischen den einzelnen Vorschldgen existieren jedoch
im Hinblick darauf, wie die entsprechenden Sitzverteilungen berechnet werden und insbesonde-
re wie die Berechnungsvorschrift im Gesetzestext formuliert wird. Dies ist gerade auch deshalb

von Bedeutung, weil das Verfassungsgericht in seinem Urteil ausdriicklich gefordert hat, ,,das fiir

3 Bundesverfassungsgericht, Urteil des Zweiten Senats — Az. 2 BvC 1/07, 2 BvC 07/07 — siehe
http://www.bundesverfassungsgericht.de/entscheidungen/cs20080703_2bvc000107.html. Wichtige Zitate daraus:
., Der Effekt des negativen Stimmgewichts ... kann dazu fuhren, dass die Zweitstimme eines Wéahlersihre Wirkung in
der Mandatsverteilung nicht zu Gunsten, sondern zu Lasten der gewdahlten Partei entfaltet. Diese Wirkung der Rege-
lungen der Sitzzuteilung nach § 6 und § 7 BWG verletzen die verfassungsrechtlichen Grundsatze der Gleichheit
und der Unmittelbarkeit der Wahl* (RN 89). , Aus dem Grundsatz der Wahlgleichheit folgt fir das Wahlgesetz,
dass die Stimme eines jeden Wahlberechtigten grundsétzlich den gleichen Zahlwert und die gleiche rechtliche Er -
folgschance haben muss. Alle Wahler sollen mit der Stimme, die sie abgeben, den gleichen Einfluss auf das Wahler-
gebnis haben* (RN 92). ,, Zur Zahlwertgleichheit tritt im Verhdtniswahlrecht die Erfolgswertgleichheit hinzu* (RN
93). ,, Der Effekt des negativen Stimmgewichts fihrt zu einer rechtser heblichen Beeintrachtigung der Gleichheit
der Wahl zum Deutschen Bundestag” (RN 101). ,, Der Effekt des negativen Stimmgewichts beeintréchtigt die Stim-
mengleichheit bei der Wahl zum Deutschen Bundestag in eklatanter Weise. ... Ein Wahlsystem, das darauf ausgel egt
ist ..., dass ein Zuwachs an Stimmen zu Mandatsverlusten fuhrt ..., fuhrt zu willkUrlichen Ergebnissen und | &sst
den demokratischen Wettbewerb ... widersinnig erscheinen (RN 103). ,, Ein Berechnungsverfahren, das dazu fihrt,
dass eine Wahlerstimme fir eine Partei eine Wirkung gegen diese Partei hat, widerspricht aber Sinn und Zweck einer
demokratischen Wahl* (RN 105). ,,§ 7 Abs. 3 Satz 2 in Verbindung mit 8 6 Abs. 4 und 5 BWG verletzt auch die
verfassungsrechtlich verbirgte Unmittelbarkeit der Wahl* (RN 125). ,Der Grundsatz der Unmittelbarkeit der Wahl
fordert ein Wahlverfahren, in dem der Wahler vor dem Wahlakt erkennen kann, ... wie sich die eigene Stimmabgabe
auf Erfolg oder Misserfolg der Wahlbewerber auswirken kann* (RN 126). ,, Die vom Wahler beabsichtigte Starkung
einer politischen Kraft kann diese aufgrund des Effekts des negativen Stimmgewichts auch schwéchen. Gesetzliche
Regelungen, die derartige Unwégbarkeiten nicht nur in seltenen und unvermeidbaren Ausnahmeféllen hervorrufen,
sind mit dem Grundsatz der Unmittelbarkeit der Wahl nicht zu vereinbaren* (RN 127).

4  Bundeswahlgesetz in der Fassung der Bekanntmachung vom 23. Juli 1993 (BGBI. I S. 1288, 1594), zuletzt geén-
dert durch die Bekanntmachung vom 5. August 2009 (BGBI. I S. 2687).
5 BT-Drs. 16/11885 vom 11.02.2009, siehe http://dipbt.bundestag.de/dip21/btd/16/118/1611885.pdf.
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den Wéhler kaum noch nachzuvollziehende Regelungsgeflecht der Berechnung der Sitzzuteilung

im Deutschen Bundestag auf eine neue, normenklare und verstdndliche Grundlage zu stellen®.

Aus Anlass der somit anstehenden Diskussion tiber Mechanismen der Sitzzuteilung soll die vor-
liegende Darstellung einen Uberblick iiber die Breite der in der Fachliteratur diskutierten Sitzzu-
teilungsverfahren geben. Die Darstellung beschrankt sich dabei nicht auf die Vor- und Nachteile
der verschiedenen Berechnungsverfahren und ihre mathematischen Zusammenhénge. Vielmehr
liegt ein Augenmerk auch darauf, wie einzelne Verfahren auf sehr unterschiedliche Weise formu-
liert werden konnen, ohne dass sich ihr mathematischer Gehalt und die konkreten Sitzvertei-
lungsergebnisse dadurch dndern. Die Kenntnis solcher Darstellungs-Varianten erweist sich insbe-

sondere bei der Suche nach einer normenklaren Formulierung als hilfreich.

Einen zweiten Anlass fiir den vorliegenden Text bietet das Ergebnis der Bundestagswahl im Sep-
tember 2009: Mit ihr scheint sich endgiiltig ein Fiinf-Parteien-System bis auf weiteres etabliert zu
haben. Gerade die Besetzung kleiner Ausschiisse und sonstiger Parlaments-Gremien wird durch

eine hohere Zahl von Fraktionen tendenziell schwieriger, als sie es in fritheren Jahrzehnten war.

Vor diesem Hintergrund besteht das Ziel der vorliegenden Darstellung darin, einen systemati-
schen Uberblick iiber die gesamte Breite der bekannten Sitzzuteilungsverfahren zu geben. Stan-
dardverfahren werden dabei nur kurz rekapituliert, in enger Anlehnung an ausfiihrlichere Dar-
stellungen, denen auch die technischen Details der Anwendung zu entnehmen sind (Mausberg
1995; Deutscher Bundestag 2008; Bundeswahlleiter 2008). Im Fokus stehen vielmehr die mathe-
matischen Eigenschaften der verschiedenen Verfahren, ihre jeweiligen Vor- und Nachteile sowie
die systematischen Zusammenhénge zwischen den unterschiedlichen Losungen. Durch diese
Gegentiberstellung der Alternativen soll die Orientierung vereinfacht, Notwendigkeit wie Mog-
lichkeiten von Kompromissen ausgelotet und die informierte Auswahl eines geeigneten Verfah-

rens erleichtert werden.
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2. Hintergrund: Wahlsysteme und Wahlmathematik

Das bei Bundestagswahlen angewendete Wahlsystem folgt iiberwiegend dem Prinzip der Ver-
héltniswahl, auch wenn es Aspekte der Mehrheitswahl enthélt. Wie in allen Verhéltniswahlsys-
temen steht daher die Zusammensetzung des Parlaments nach Auszdhlung der Wahlerstimmen
noch nicht unmittelbar fest. Vielmehr miissen die Stimmenergebnisse der unterschiedlichen Par-

teien zuvor noch in Sitzzahlen umgerechnet werden.

2.1. Problemstellung in Verhéltniswahlsystemen

Der Leitgedanke bei Verhéltniswahlsystemen ist einfach und klar: Jede Partei soll so viele Sitze
im Parlament bekommen, wie es ihrem Anteil an den Wihlerstimmen entspricht. Ublicherweise
wird dabei die Gesamtzahl der zu vergebenden Parlamentssitze im Voraus festgelegt. Abgesehen
von moglichen Einschrankungen dieses Grundprinzips (5%-Hiirde bzw. Grundmandatsklausel)
ist die Berechnung sehr iibersichtlich — mathematisch handelt es sich um ein einfaches Dreisatz-
Verfahren. Eine Schwierigkeit resultiert jedoch aus der Bedingung, dass das Ergebnis der Berech-
nung eine ganze Zahl sein sollte: Bruchteile eines Parlamentssitzes sind schwer zu vergeben.
Selbst wenn das Problem theoretisch auch mit einer differenzierenden Gewichtung® der Stimmen
der Parlamentarier zu 16sen wire, hat sich in praktisch allen Demokratien ein anderer Losungs-
ansatz durchgesetzt: Die Ergebnisse der Berechnung (Sitzzahlen mit Nachkommastellen) werden
in geeigneter Weise auf eine nahe gelegene, ganze Zahl angepasst, wobei die Summe der so ge-
rundeten Sitzzahlen genau der vorab festgelegten Gesamtzahl der Mandate entsprechen muss. Im
Laufe der Demokratiegeschichte sind hierzu zahlreiche Verfahren entwickelt und angewandt
worden, die sich auf den ersten Blick meist sehr dhnlich sind, sich aber in wichtigen, politisch

relevanten Details signifikant unterscheiden.

Die Unterschiede zwischen den einzelnen Verfahren belaufen sich im Ergebnis meist ,nur” auf
wenige einzelne Sitze. Solche Unterschiede sind zweifellos fiir die Karrierechancen der betroffe-
nen Kandidaten ebenso wie fiir die Reprédsentation der von ihnen vertretenen Wahlkreise aus-
schlaggebend. Die dariiber hinausgehende Bedeutung der Unterschiede fiir politische Mehrheiten

im Parlament und die Regierungsbildung konnte fiir gering gehalten werden. Dies kann sich je-

6 Theoretisch wire es moglich, bei Abstimmungen im Parlament die Stimmen von Abgeordneten unterschiedlicher
Parteien verschieden zu gewichten. Dabei konnte entweder der ,,letzte”“ Abgeordnete jeder Partei jeweils nur ei-
nen Anteil eines vollen Stimmrechts bekommen, oder alle Abgeordneten erhielten ein je nach Fraktion leicht ver-
schiedenes Stimmgewicht. Dieses wiirde sich dann nur geringfiigig (im Prozent-Bereich) unterscheiden. Bei Ak-
tiondrsversammlungen, Wohnungseigentiimergemeinschaften etc. sind dhnliche Gewichtungen géngige Praxis. Ob
sie sich deshalb allerdings als Vorbild fiir demokratische Institutionen eignen, kann bezweifelt werden. Eine
Stimmgewichtung scheint dem Gedanken zu widersprechen, dass Abgeordnete sich im Parlament gleichberech-
tigt begegnen und auf Augenhohe miteinander diskutieren.



Wissenschaftliche Dienste Infobrief Seite 12
WD 8 —097/09

doch dann als falsch herausstellen, wenn Mehrheiten knapp sind, wie das Beispiel der Wahl des
US-Priasidenten Hayes (Abschnitt 3.3) zeigt. Auch in Deutschland gibt es Beispiele fiir sehr knap-
pe Mehrheiten: So hitte die CDU/CSU-FDP-Koalition, die Helmut Kohl 1994 zum Bundeskanzler
wihlte, nach der Oberzuteilung eine rechnerische Mehrheit von nur einer Stimme gehabt. Erst
bei der Unterzuteilung kamen Uberhangmandate hinzu, die die Mehrheit in der Praxis komfor-

tabler machten (zur Ober- und Unterzuteilung vgl. z.B. Liibbert 2009, S. 4).

2.2. Problemstellung in Mehrheitswahlsystemen

Die oben geschilderte Problematik stellt sich in dieser Weise nur fiir Verhéltniswahlsysteme; in
Mehrheitswahlsystemen ergibt sich die Zusammensetzung des Parlaments automatisch aus der
Gesamtheit der erfolgreichen Kandidaten, die vor Ort in einem Wahlkreis eine Mehrheit errungen
haben. Jedoch tritt auch in Mehrheitswahlsystemen ein Problem auf, das mathematisch fast iden-
tisch ist: die Wahlkreiseinteilung. Da hier in den einzelnen Wahlkreisen endgiiltige Entscheidun-
gen fallen, kommt es im Sinne der Gleichheit der Wahl darauf an, dass alle Wahlkreise mdoglichst
exakt gleich grof sind. Verdndern sich die Einwohnerzahlen, muss die Wahlkreiseinteilung an-
gepasst werden. Insbesondere in foderalen Systemen wie den USA muss daher regelmafig neu
entschieden werden, welche Mandatszahl auf einzelne Regionen oder Bundesstaaten entfallen
soll”. Auch hier muss das Berechnungsergebnis wiederum ganzzahlig sein. Die Aufgabenstellung

ist daher mathematisch dquivalent zu derjenigen in Verhédltniswahlsystemen.

Ein Unterschied liegt allerdings darin, dass die Aufgabe sich vor der Wahl stellt, nicht danach.
Ein weiterer Unterschied besteht bei einer moglichen Sonderbehandlung kleiner Einheiten: Wih-
rend viele Verhéltniswahlsysteme den Einzug von Splitterparteien — analog zur deutschen 5%-
Hiirde — gezielt erschweren, erhalten einwohnerschwache foderale Einheiten oft umgekehrt er-
leichterte Bedingungen bzw. eine garantierte Mindest-Sitzzahl (US-Bundesstaaten: 1 Sitz; franzo-

sische Départements: 2 Sitze).

2.3. Losung: Sitzzuteilungsverfahren

Abgesehen von dieser Nuance sind zur Berechnung der Sitzverteilung in Verhéltnis- und Mehr-

heitswahlsystemen dieselben mathematischen Verfahren geeignet. Dies bedeutet insbesondere,

7 Dieses Problem ist in Deutschland aus zwei Griinden nicht von Bedeutung: Erstens wird tiber Wahlkreise nur die
Hilfte der Bundestags-Mandate besetzt; eventuell auftretende Unterschiede bei der Einwohnerzahl werden iiber
die nach Landeslisten vergebene andere Hélfte der Mandate effektiv ausgeglichen. Zweitens wird auch die Ge-
samtzahl der Mandate pro Bundesland nicht vorab festgelegt, sondern ergibt sich als Ergebnis des Verfahrens von
Ober- und Unterverteilung erst aufgrund des konkreten Wahlausgangs. Insbesondere unterschiedliche Wahlbetei-
ligungen in den Bundesldndern kénnen hier zu Verschiebungen fiihren.
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dass die Erfahrungen aus tiber 200 Jahren Demokratiegeschichte in den USA (erste Kongress-
Wahl 1789), die von lang anhaltenden Debatten iiber ein ideales Sitzzuteilungsverfahren begleitet
wurden, von generellem Nutzen sein konnen. Wesentliche Lehre aus der Geschichte ist dabei,
dass ein in jeder Hinsicht ideales Verfahren nicht existiert. Vielmehr ist im Laufe der Zeit ein
ganzes Repertoire unterschiedlicher Losungsansétze vorgeschlagen und zu einem grofien Teil

auch bereits in der Praxis ausprobiert worden.

Der folgende Text stiitzt sich wesentlich auf die Fachliteratur, insbesondere auf die Monogra-
phien von Balinski/Young (1982) und Kopfermann (1991). Ziel ist es, die in diesen und weiteren
Werken enthaltenen Erkenntnisse zusammenzufiihren und fiir die in der 17. Wahlperiode des

Deutschen Bundestages anstehende Debatte aufzubereiten.

24. Sitzzuteilung im Deutschen Bundestag

Die Berechnung der Sitzverteilung nach einer Bundestagswahl geschieht in zwei Schritten: Zu-
nédchst wird das Wahlergebnis in Form der Zweitstimmen-Zahlen auf Bundesebene in die jewei-
ligen Sitzzahlen umgerechnet, die den einzelnen Parteien zustehen (soweit sie die 5%-Hiirde
iiberwunden oder 3 Direktmandate erhalten haben). Nach diesem Berechnungsschritt (Oberzutei-
lung) steht die Stiarke der zugehorigen Fraktionen im neu gewéhlten Bundestag (bis auf eventuel-
le Uberhangmandate) fest. Im zweiten Schritt werden die Sitze jeder einzelnen Partei auf ihre
Landesverbdande verteilt und mit Kandidaten aus den jeweiligen Landeslisten besetzt, soweit die
Besetzung nicht bereits iiber Direktmandate festliegt. Nach diesem zweiten Berechnungsschritt

(Unterzuteilung) steht also auch die personelle Zusammensetzung der Fraktionen fest.

Fiir beide Schritte muss vorab ein Zuteilungsverfahren definiert werden. Im ersten Fall werden
damit Parlamentsmandate auf Parteien verteilt, im zweiten Fall ,,Parteisitze” auf Landesverbén-
de. Theoretisch wire es moglich, fiir die beiden Berechnungsschritte zwei verschiedene Verfah-
ren zu verwenden; dafiir ist jedoch kein iiberzeugender Grund ersichtlich. In der Praxis wurden

beide bisher immer nach demselben Berechnungsverfahren durchgefiihrt.

Nach dem Abschluss von Ober- und Unterzuteilung steht fest, welche Abgeordneten dem neuen
Bundestag angehoren. Doch auch danach sind noch weitere Berechnungen erforderlich: Zunéchst
sind der Altestenrat und die Ausschiisse des Bundestages mit Abgeordneten der im Plenum ver-

tretenen Fraktionen zu besetzen. Auch die Posten der Ausschuss-Vorsitzenden sind unter allen
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Fraktionen zu verteilen. Die Geschéftsordnung des Deutschen Bundestages® regelt hierzu in § 12,
dass diese Entscheidungen ,,im Verhéltnis der Starke der einzelnen Fraktionen vorzunehmen*
sind. SchlieBlich sind weitere Gremien — wie Beiridte, Untersuchungsausschiisse, Enquéte-
Kommissionen, Kontrollgremien, Wahlausschiisse — zu bilden. Zwar werden viele dieser ,,Son-
derfdlle” nicht nach formalisierten Verfahren, sondern im Konsens oder per Einzelfallregelung
gelost. Selbst hier jedoch konnen mathematische Berechnungsverfahren zumindest Hinweise auf

geeignete Verteilungen geben.

Das mathematische Problem ist rein formal in alen diesen Féllen dasselbe; daher ist auch das Reper-
toire der zur Auswahl stehenden Verfahren immer gleich. Allerdingsist die Zielsetzung nicht genau
identisch: Wahrend die Besetzung des Plenums den Wahlerwillen méglichst genau abbilden muss,
sollte die Ausschussbesetzung vor allem die Machtverhdtnisse im Plenum (Mehrheit fUr die regieren-
de Koalition) widerspiegeln: Es erscheint schlicht zweckmaldig, wenn eine im Ausschuss erarbeitete
Beschlussempfehlung gute Chancen hat, anschlief3end auch im Plenum des Parlaments eine Mehrheit
zu finden. Wegen dieser Nuancen in der Zielsetzung kann es akzeptabel erscheinen, fir Plenum und
Ausschiisse unterschiedliche Zuteilungsverfahren zu verwenden. Diesist in mehreren Phasen der
Bundestags- Geschichte tatsachlich vorgekommen (vgl. Abschnitt 3.2), auch wenn gegenwartig Ple-
nums- und Ausschussbesetzung wieder nach ein- und demselben Verfahren geregelt sind (Sainte-

L agué/Schepers).

8 In der Fassung der Bekanntmachung vom 2. Juli 1980 (BGBI. I S. 1237), zuletzt geédndert durch Beschluss des
Bundestages vom 2. Juli 2009
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3. Bekannte Beispiele, historischer Riickblick

3.1 Drei bekannte Sitzzuteilungsverfahren

Im Folgenden werden zunéchst die drei bekanntesten Sitzzuteilungsverfahren vorgestellt. Der
anschlieBende tabellarische Uberblick zeigt, zu welchen Zeitpunkten die verschiedenen Verfah-
ren jeweils fiir die Besetzung von Plenum und Ausschiissen des Bundestages® sowie fiir die deut-
schen Abgeordneten des Europaparlaments angewandt wurden. Ergdnzt wird die Betrachtung

durch einen Vergleich mit der Geschichte der Zuteilungsverfahren im US-Kongress.

3.1.1. Hare/Niemeyer

Das Verfahren nach Hare/Niemeyer ist das klassische Beispiel eines sog. Quotenverfahrens. Die
Berechnung der Sitzverteilung erfolgt in zwei Schritten: Zunédchst wird fiir jede Partei aufgrund
ihres Anteils an den zu beriicksichtigenden Wahlerstimmen ihr ,Idealanspruch “ (auch: ,,Quo-

te'?)

als proportionaler Anteil an den zu vergebenden Parlamentssitzen berechnet. Das Ergebnis
ist eine Sitzzahl mit Nachkommastellen — z.B. 213,17 Sitze. Der ganzzahlige Anteil dieser Zahl
wird der Partei sofort fest zugeteilt — sie erhélt im Beispiel garantiert mindestens 213 Mandate.
Bildet man dann die Summe iiber alle Parteien, so ist mit den so zugeteilten Mandaten in aller
Regel die Gesamtzahl der zu vergebenden Sitze noch nicht ganz ausgeschopft. Daher sind in ei-
nem zweiten Schritt weitere Restsitze zu vergeben: Nach der Reihenfolge der grofiten Nachkom-
ma-Bruchteile erhalten so viele Parteien jeweils einen weiteren Sitz, bis die angestrebte Parla-
mentsgrofe (im Bundestag aktuell: 598 Sitze) erreicht ist. Tabelle 1 verdeutlicht dieses Prinzip

anhand des Beispiels der Bundestagswahl 2005.

Das Verfahren nach Hare/Niemeyer wurde von 1970 bis 1980 fiir die Ausschussbesetzung sowie
von 1987 bis 2005 fiir die Besetzung des Plenums des Deutschen Bundestages verwendet. Fiir die
deutschen Abgeordneten im Europaparlament wurde das Verfahren von der dritten bis zur sech-
sten Europawahl (d.h. von 1989 bis 2004) eingesetzt. Mehrere deutsche Bundesldnder verwenden

das Verfahren derzeit fiir die Sitzverteilung in den Landtagen''. Unter der Bezeichnung ,,Hamil-

Nicht minder interessant wire ein Uberblick iiber die in den Parlamenten der Bundesldnder (Plenum und Aus-
schiisse der Landtage) angewandten Verfahren. Wegen der Vielfalt und diverser historischer Umstellungen wiirde
dies jedoch den Rahmen der vorliegenden Darstellung tibersteigen.

10 Der Gebrauch von Begriffen wie ,,Quote” ist in der Wissenschaft nicht ganz einheitlich: Was von Mathematikern
meist als ,,Idealanspruch” oder ,,Quote* bezeichnet wird, wird in anderen Disziplinen ,exakt proportionale Sitz-
zahl“ genannt. Der Begriff ,,Quote” wiederum wird von Politikwissenschaftlern fiir das verwendet, was im vorlie-
genden Text als ,,Wahlzahl“ bezeichnet wird. SchlieBlich wird der Terminus ,,Divisor”, der hier sehr dhnlich der
,Wahlzahl“ verstanden werden soll, teils auch im Sinne dessen eingesetzt, was im Folgenden als ,, Teiler” (bei
Hochstzahlverfahren) bezeichnet wird. Diese Zweideutigkeiten sind zweifellos bedauerlich, kénnen hier aller-
dings nur dahingehend aufgeldst werden, dass der vorliegende Text einheitlich die eher in der Mathematik tibli-
che Terminologie verwendet.

1 http://www.bundeswahlleiter.de/de/aktuelle_mitteilungen/downloads/Kurzdarst_Sitzzuteilung.pdf
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ton-Verfahren“ wurde dasselbe Verfahren in den USA in der gesamten 2. Hélfte des 19. Jahrhun-
derts fiir die Verteilung der Sitze im Reprédsentantenhaus verwendet. Das Verfahren folgt einer
relativ einfach iiberschaubaren Logik und hat verschiedene mathematische Vorziige. Allerdings
leidet es in herausgehobener Weise an einigen Nebenwirkungen (sog. ,,Paradoxien, vgl. Ab-
schnitt 6). Diese haben den US-Kongress 1901 dazu bewogen, das Verfahren abzuschaffen; eben-
so hat der Deutsche Bundestag bei der Wahlrechts-Novelle 2008 die Sitzzuteilung nach Ha-

re/Niemeyer durch das Verfahren nach Sainte-Lagué/Schepers ersetzt.

=] = = g

g 3 S =

= 5 5 GE"

£ & o _ &

- - Q <] =

3 z & 85 T&

5 o g s N N £

& 2 = S5 =3

N 5 =) » T
SPD 16.194.665  3565% 213,17 913
CDU 13.136.740  28,92% 172,92 173
FDP 4.648.144 10,23% 61,18 61
Linke 4.118.194 9,06% 5421 54
Griine 3.838.326 8,45% 50,52 51
CSU 3.494.309 7,69% 4599 g
Summe  |45.430.378  100,00% 598,00 598

Tabelle 1: Anwendung des Verfahrens nach Hare/Niemeyer auf die Stimmenergebnisse der Bundestagswahl 2005.
In der Reihenfolge der hochsten Nachkomma-Anteile (fett) erhalten nacheinander die CDU und die Griinen einen
Restsitz; fiir die anderen Parteien bleibt es beim (abgerundeten) ganzzahligen Anteil ihres Idealanspruchs (die
tatsiichlichen Sitzzahlen im Bundestag weichen von den hier gezeigten Zahlen nach oben ab, weil Uberhangman-

date hinzukommen; vgl. http://www.bundestag.de/bundestag/plenum/wahlen/sitzverteilung 5/1541_16.html).

3.1.2. D’'Hondt

Das Verfahren nach D’Hondt ist eines der prominentesten Beispiele einer anderen Gruppe von
Sitzzuteilungsverfahren, der sog. ,,Divisorverfahren®“. Auch bei diesen geschieht die Zuteilung in
zwei Schritten. Im ersten Schritt wird wiederum der Idealanspruch (Quote) jeder Partei ausge-
rechnet. Dabei werden allerdings teils andere Bezeichnungen verwendet; so wird das Verhéltnis
zwischen Wahlerstimmen und Mandaten (d.h. der Quotient aus der Gesamtzahl der abgegebenen
Wihlerstimmen und der Gesamtzahl der zu vergebenden Mandate) nun als ,,Divisor* bezeichnet.
Die Stimmenzahl jeder einzelnen Partei wird sodann durch den Divisor geteilt, um so ihren je-
weiligen Idealanspruch zu berechnen. Der Divisor (auch: ,,Wahlzahl*) kann daher anschaulich

verstanden werden als die Stimmenzahl, die (im Mittel) n6tig ist, um einen einzelnen Parla-
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mentssitz zu erhalten. Beispielhafte Zahlenwerte fiir die jiingeren Bundestagswahlen liegen in

einer GroBenordnung um 75.000 Stimmen.

Wie bei Hare/Niemeyer stellen die so errechneten Idealanspriiche wiederum Zahlen mit Nach-
kommastellen dar. Diese werden im Verfahren nach D’Hondt ebenfalls zunédchst auf die ndchst
kleinere ganze Zahl abgerundet. Wiederum muss die Summe der so berechneten Anspriiche der
einzelnen Parteien nicht mit der Gesamtzahl der zu vergebenden Parlamentssitze iibereinstim-
men. Daher wird in einem zweiten Schritt nachgebessert, wobei dieser sich nun allerdings vom
Verfahren nach Hare/Niemeyer unterscheidet: Statt Restsitze an die Parteien mit den groften
Nachkomma-Bruchteilen zu vergeben, wird im Divisorverfahren nach D’Hondt der Divisor so
verdndert, dass bei erneuter Anwendung auf die Stimmenzahlen der Parteien und entsprechen-
der Rundung die Gesamtzahl der vergebenen Sitze genau die vorab festgelegte Parlamentsstiarke
ergibt. Wurden beispielsweise im ersten Schritt einige Sitze zu wenig vergeben, so waren offen-
sichtlich die Anspriiche an die erforderlichen Stimmen pro Sitz (d.h. der Divisor) zu hoch ange-
setzt; er muss deshalb geeignet verkleinert'* werden. In Tabelle 2 wird das Verfahren anhand ei-

nes Zahlenbeispiels verdeutlicht.

Das Verfahren nach D’Hondt wurde in den ersten Jahrzehnten der Geschichte der Bundesrepub-
lik fiir fast alle Zuteilungsaufgaben eingesetzt (Bundestags-Plenum: bis 1983; Bundestags-
Ausschiisse: bis 1969; Europawahlen: bis 1984). Daneben wird das Verfahren teils bis heute in
mehreren Bundesldndern fiir die Sitzzuteilung bei Landtagswahlen verwendet. In den USA wur-
de dasselbe Verfahren unter dem Namen ,,Jefferson-Verfahren“ von 1790 bis 1840 fiir die Vertei-

lung der Repriasentantenhaus-Sitze auf die Bundesstaaten genutzt.

12 In Gesetzestexten wird das Verfahren im Sinne einer rechtlich verbindlichen und eindeutigen Formulierung des
Rechenverfahrens als schrittweise-tastendes (,,iteratives“) Verfahren beschrieben, bei dem der Divisor nach und
nach um jeweils einen Zdhler herabgesetzt wird, bis die Gesamtzahl der Sitze sich korrekt ergibt. Diese Berech-
nungsvariante ist insbesondere zur automatisierten Anwendung per Computer geeignet; bei Ausfiihrung von
Hand kann sie sich als sehr langwierig erweisen. Mit etwas Erfahrung kann ein passender Divisor von menschli-
chen Anwendern allerdings sehr schnell ,,erraten” und das Verfahren so wesentlich verkiirzt werden.
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Divisor 75.970,5 75.500
SPD 16.194.665 213,17 213 214,499 214
CDU 13.136.740 172,92 172 173,997 173
FDP 4.648.144 61,18 61 61,565 61
Linke 4,118.194 54,21 54 54,546 54
Griine 3.838.326 50,52 50 50,839 50
CSU 3.494.309 45,99 45 46,282 46
Summe 45.430.378 598,00 595 601,727 598

Tabelle 2: Berechnung nach D’Hondt am Beispiel der Bundestagswahl 2005. Der ,,naive“ Divisor 75.970,5, der sich
als Quotient aus den Gesamtzahlen von Stimmen und Sitzen ergibt, fiihrt dazu, dass 3 Sitze zu wenig verteilt wiir-

den. Wird er auf 75.500 erniedrigt, so werden hingegen genau die gesetzlich festgelegten 598 Sitze zugeteilt.
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Divisor 75.970,5 76.000
SPD 16.194.665 213,17 213 213,09 213
CDhU 13.136.740 172,92 173 172,85 173
FDP 4.648.144 61,18 61 61,16 61
Linke 4.118.194 54,21 54 54,19 54
Griine 3.838.326 50,52 51 50,50 51
CSU 3.494.309 45,99 46 45,98 46
Summe 45.430.378 598,00 598 597,77 598

Tabelle 3: Berechnung nach Sainte-Lagué/Schepers am Beispiel der Bundestagswahl 2005. Bereits der ,naive“
Divisor 7.970,5, der sich als Quotient aus den Gesamtzahlen von Stimmen und Sitzen ergibt, fiihrt zur Zuteilung
der korrekten Zahl von 598 Mandaten. Er kann jedoch auch z.B. zum geraderen Wert 76.000 heraufgesetzt wer-
den, ohne dass sich das Berechnungsergebnis dndert. Die Unterschiede zu D’Hondt (Tabelle 2) sind gering, aber in

gewisser Weise typisch (Details siehe Anhang, S. 43).
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3.1.3.  Sainte-Lagué/Schepers

Das Verfahren nach Sainte-Lagué/Schepers (in den USA: ,,Webster-Verfahren®) ist wie das oben
beschriebene D’Hondtsche Verfahren ein Divisorverfahren: Auch hier werden zunéchst Idealans-
priiche aller Parteien iiber einen Divisor ausgerechnet. Stimmt nach entsprechender Rundung die
Summe der zugeteilten Sitzzahlen nicht mit der angestrebten Parlamentsstirke tiberein, wird
wiederum der Divisor angepasst. Der Unterschied liegt in der Art der Rundung: Wéhrend bei
D’Hondt immer abgerundet wird, zeichnet sich das Verfahren nach Sainte-Lagué/Schepers da-
durch aus, dass bei Zahlenbruchteilen ab 0,5 auf die ndchst héhere ganze Zahl aufgerundet, bei
kleineren Bruchteilen hingegen auf die nédchst niedrigere Zahl abgerundet wird. Diese Run-
dungsvorschrift stimmt mit der in Wirtschaft, Wissenschaft und Technik ganz iiberwiegend prak-
tizierten Rundung tiberein; daher tragt das Verfahren auch den Namen ,,Divisorverfahren mit

Standardrundung”. In Tabelle 3 wird das Verfahren anhand eines Zahlenbeispiels verdeutlicht.

Der fiir eine geeignete Zuteilung zu wiahlende Wert des Divisors muss zwischen beiden Verfahren
nicht exakt tibereinstimmen. Vielmehr vergibt das Verfahren nach Sainte-Lagué/Schepers (wegen
der Aufrundung) meist bereits im ersten Schritt etwas mehr Sitze, weswegen der Divisor weniger
stark herabgesetzt werden muss. Konkret hitte sich bei der Oberzuteilung nach der Bundestags-
wahl 2005 eine passende Zuteilung nach D’Hondt mit einem Divisor von 75.600 ergeben, wah-

rend fiir Sainte-Lagué/Schepers ein Divisor von 76.000 geeignet'® gewesen wire.

Das Verfahren nach Sainte-Lagué/Schepers wird im Deutschen Bundestag seit 1980 fiir die Beset-
zung der Ausschiisse eingesetzt. Im Mérz 2008 wurde das Verfahren nach Sainte-Lagué/Schepers
dariiber hinaus fiir die Besetzung des Plenums bei zukiinftigen Bundestagswahlen sowie der

deutschen Abgeordneten im Europaparlament festgelegt'*. Mehrere Bundesldnder setzen das Ver-

fahren bereits bei ihren Landtagswahlen ein oder wollen in Kiirze darauf umstellen®.

Die hier gewédhlte Darstellung der Verfahren iiber eine schrittweise Anpassung der Divisoren ist
nicht die einzige Mdglichkeit, Divisorverfahren zu definieren. Es existieren mehrere andere Va-
rianten, die trotz formal vollig unterschiedlicher Beschreibungen zu identischen Berechnungser-

gebnissen fiithren (vgl. Abschnitt 7.1.).

13 Generell sind Divisoren nicht eindeutig bestimmt; vielmehr ist jeweils ein ganzes Intervall (im Beispiel 2005: alle
Zahlen zwischen 75.854 und 76.006) zur Berechnung geeignet, da iiber die Rundung kleine Unterschiede ausgeg-
lichen werden. Fiir die Praxis kann aus diesem Intervall eine beliebige Zahl ausgewéhlt werden; oft wird dazu ei-
ne moglichst ,,runde” gewdhlt.

14 Gesetz zur Anderung des Wahl- und Abgeordnetenrechts (WahluAbgRAndG) vom 17. Marz 2008 (BGBI. I S. 394-
398).

15 http://www.bundeswahlleiter.de/de/aktuelle_mitteilungen/downloads/Kurzdarst_Sitzzuteilung.pdf
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3.2 Geschichtlicher Riickblick: Anwendung im Deutschen Bundestag

Die folgende Tabelle gibt einen Uberblick iiber die in der Geschichte der Bundesrepublik ange-

wandten Sitzzuteilungsverfahren:

Deutscher Bundestag Eur opaparlament

WP Ab Plenum Ausschiisse WP \Verfahren

1 1949 D’Hondt D’'Hondt

2 1953 D’ Hondt D’Hondt

3 1957 D’ Hondt D’Hondt

4 1961 D’ Hondt D’ Hondt

5 1965 D’ Hondt D’Hondt

6 1969 D’ Hondt D’Hondt (bis 4.11.1970), dann:

Har e/Niemeyer

7 1972 D’ Hondt Hare/Niemeyer

8 1976 D’ Hondt Hare/Niemeyer 1. WP D’Hondt

9 1980 D’Hondt Sainte-L agué&/Schepers ik

10 1983 D’ Hondt Sainte-Lagué/Schepers 2. WP D’Hondt

11 1987 Har e/Niemeyer Sainte-Lagué/Schepers o

12 1990 Hare/Niemeyer Sainte-Lagué/Schepers 3. WP Har e/Niemeyer
1989

13 1994 Hare/Niemeyer Sainte-Lagué/Schepers 4. WP Hare/Niemeyer
1994

14 1998 Hare/Niemeyer Sainte-L agué/Schepers 5. WP Hare/Niemeyer

15 2002 Hare/Niemeyer Sainte-Lagué/Schepers 199

16 2005 Hare/Niemeyer Sainte-L agué/Schepers 6. WP Hare/Niemeyer
2004

17 2009 Sainte- 7. WP Sainte-

L agué&/Schepers 2009 L agu&/Schepers

Tabelle 4: Uberblick iiber die Geschichte der in Deutschland angewandten Sitzzuteilungsverfahren

(WP=Wabhlperiode. Quelle: Datenhandbuch des Deutschen Bundestages; vgl. www.bundestag.de,

www.bundeswahlleiter.de)
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33 Zum Vergleich: US-Kongress

In den USA, die seit mehr als zwei Jahrhunderten demokratische Wahlen abhalten, wird schon

wesentlich langer als in Deutschland tiber geeignete Sitzzuteilungsverfahren gestritten.

US-Kongress: Verfahren zur Verteillung der Sitze
im Reprdsentantenhaus auf die Bundesstaaten

Epoche (Zensus-Jahre) [Verfahren fur Sitzverteilung |Anzahl Sitzeim

auf die Bundesstaaten Reprasentantenhaus
1790-1830 Jefferson method 105 (ab 1793)
( = D’Hondt)
240 (ab 1832)
1840 \Webster method 223 (ab 1842)
( = Sainte-Lagué/Schepers)
1850-1900 Hamilton method 234 (ab 1852)
( = Hare/Niemeyer)
386 (ab 1901)
1910, 1930 \Webster method 433/435 (ab 1911)

( = Sainte-Lagué/Schepers) 435 (ab 1931)

1940-heute Hill’s method 435 (ab 1941)
( = Hill-Huntington)

Tabelle 5: Geschichte der Sitzzuteilungsverfahren fiir den US-Kongress. Die Gleichsetzung mit den von Bundes-
tagswahlen bekannten Verfahren ist dabei nur als ungefihre Analogie zu verstehen. Ein relevanter Detail-
Unterschied lag in den Anfangsjahren darin, dass die Parlamentsgrofie nicht vorab festgelegt wurde, sondern im
Wechselspiel mit wiederholten Verteilungs-Berechnungen variiert wurde, bis das Ergebnis akzeptabel erschien

(Quellen: Balinski/Young (1982); http://www.census.gov/population/www/censusdata/apportionment/history.html).

Im Mehrheitswahlsystem der USA besteht die Aufgabe fiir Sitzzuteilungsverfahren — im Unter-
schied zu Verhdltniswahlsystemen — nicht darin, nach der Wahl Parlamentssitze auf Parteien zu
verteilen. Vielmehr miissen hier vor der Wahl Sitzzahlen fiir die einzelnen Bundesstaaten festge-
legt werden. Dafiir wurden im Laufe der iiber 200jdhrigen US-Geschichte eine Reihe von ver-
schiedenen Verfahren verwendet (Tabelle 5). Wahrend in der zweiten Parlamentskammer (Senat)
jeder Bundesstaat zwei Sitze hat, sind die Sitzzahlen im Reprdsentantenhaus an die Bevolke-
rungszahlen der Bundesstaaten gebunden. Dies regelt die Verfassung der USA: In Artikel 1 (Sec-
tion 2, Clause 3) garantiert sie jedem Bundesstaat — egal wie klein — mindestens einen Sitz und
schreibt vor, die Verteilung alle zehn Jahre neu vorzunehmen, um sie der verdnderlichen Zahl
und Bevdélkerung der Bundesstaaten anzupassen. Daher wird alle zehn Jahre eine Volkszidhlung

vorgenommen. Ein bis zwei Jahre darauf beschlieit der US-Kongress die neue Sitzverteilung,
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wobei er historisch teils die abstrakte Berechnungsmethode, teils die konkrete Sitzverteilung per

Gesetz festgeschrieben hat.

Diese Sitzverteilung ist primar fiir die alle zwei Jahre stattfindenden Wahlen zum US-
Reprisentantenhaus relevant. Uber das Wahlménnerkollegium, in dem jeder US-Staat iiber so
viele Stimmen verfiigt, wie er Reprédsentanten plus Senatoren im Kongress hat, ist die Sitzvertei-
lung jedoch mit ausschlaggebend fiir die US-Prdasidentenwahl. Aus diesem Zusammenhang
stammt auch das eindriicklichste Beispiel fiir die politischen Folgen selbst kleiner Sitzverschie-
bungen: Die Prasidentschaftswahl 1876 gewann der Republikaner Rutherford B. Hayes mit 185
Stimmen gegen seinen Konkurrenten Samuel Tilden, der mit 184 nur eine Stimme weniger im
Wahlmaénnerkollegium erhielt. Wahlmathematiker sind der Meinung, dass dessen Zusammenset-
zung zuvor falsch berechnet wurde; bei korrekter Berechnung mit der gesetzlichen Zuteilungsme-

thode wire wohl der Demokrat Tilden gewéhlt worden (Balinski/Young 1982, S. 37).

Betrachtet man die Geschichte der Sitzzuteilungsverfahren in den USA, so fillt auf, dass sie ei-
nen erheblichen Anteil an ,,Versuch und Irrtum* zu enthalten scheint'®: Vielfiltige Methoden
wurden vorgeschlagen, zahlreiche davon auch praktisch ausprobiert. Spater erkannte Probleme
fiihrten dazu, dass Methoden verworfen und durch wieder andere ersetzt wurden. Gleichzeitig
dnderte sich die Parlamentsgréfe regelméBig, nicht nur wegen der wachsenden Zahl und Bevol-
kerung der US-Staaten: Als in der zweiten Hélfte des 19. Jahrhunderts keines der bis dahin be-
kannten Verfahren allein akzeptabel erschien, wurde die Sitzzahl gezielt auf solche Zahlen er-
hoht, fiir die Zuteilungsverfahren von Hamilton (Hare/Niemeyer) und Webster (Sainte-
Lagué/Schepers) unabhéngig voneinander zur identischen Verteilung fiithrten (vgl. Balins-
ki/Young 1982, S. 40). Erst zu Beginn des 20. Jahrhunderts wurde das Parlaments-Wachstum ge-
stoppt und seine GroBe auf das heutige Niveau festgelegt; seit etwa 70 Jahren scheint auch der

Streit um das richtige Zuteilungsverfahren entschieden.

Ein weiterer Punkt springt beim Vergleich von Tabelle 4 mit Tabelle 5 ins Auge: Die Geschichte
der Sitzzuteilungsverfahren in Deutschland und den USA weist eine erstaunliche Parallelitat auf
— beide Staaten nutzen (unter unterschiedlichen Bezeichnungen) anfangs das Verfahren von
D’Hondt, spéter die Methode von Hare/Niemeyer, danach das Verfahren nach Sainte-
Lagué/Schepers. Allerdings geschieht die Entwicklung in den USA nicht nur jeweils 100-150
Jahre friiher, sondern sie hat nach heutigem Stand auch bereits einen Schritt mehr getan (Verfah-

ren nach Hill-Huntington).

16 ygl. http://www.ctl.ua.edu/math103/apportionment/apphisty.htm
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4. Anforderungen an Zuteilungsverfahren: Qualitéitskriterien

Angesichts der Fiille der existierenden Sitzzuteilungsverfahren kann die Auswahl eines ,,optima-
len* Verfahrens schwer fallen. Es erweist sich daher als niitzlich, alle in Frage kommenden Ver-
fahren auf ihre mathematischen Eigenschaften zu untersuchen. Sind wiinschenswerte Eigen-
schaften einmal abstrakt formuliert, konnen sie als Kriterien fiir die Auswahl akzeptabler Verfah-
ren dienen. Gleichzeitig kann die Untersuchung und systematische mathematische Gegeniibers-
tellung aller gewiinschten Eigenschaften Orientierung in der Frage liefern, ob die Suche nach
dem ,,idealen” Verfahren Aussicht auf Erfolg verspricht oder ob Kompromisse unausweichlich

sind.

4.1. Proportionalitét

Die Idee der Verhéltniswahl besteht darin, dass jede Partei moglichst entsprechend dem Grad der
Zustimmung, den sie beim Wahlvolk findet, auch im Parlament vertreten sein soll. Ziel ist es
also, jeder Partei so viele Sitze zuzuteilen, dass ihr Sitzanteil im Parlament dem Anteil der
Stimmen dieser Partei entspricht. Die Sitzzahl, bei der diese Bedingung exakt erfiillt ware, wird
als ,,Idealanspruch” (auch: ,,Quote”) bezeichnet. Dieser Wert ist als Orientierung und Ver-
gleichsmalstab duBerst wichtig; in aller Regel ist er keine ganze Zahl, sondern weist Nachkom-

mastellen auf.

Es kénnen nur ganze Sitze zugeteilt werden. Daher sind Idealanspriiche nur in Ausnahmefillen
realisierbar. Falls der dulerst seltene Fall eintritt, dass alle Idealanspriiche ,,zuféllig* auf ganze
Zahlen fallen, sollte ein Verfahren diese als Sitzzahlen zuweisen. Ein Verfahren, das dies gewéhr-
leistet, wird als ,,exakt” (auch: ,;selbstabbildend”) bezeichnet. Fiir alle anderen Fille liegt es nahe
zu fordern, dass die Sitzzahl moglichst wenig — konkret: um nicht mehr als einen ganzen Sitz —
von der Quote abweichen sollte. Dann muss die tatsdchliche Sitzzahl, von der Quote ausgehend,
entweder der ndchst héheren oder der nidchst niedrigeren ganzen Zahl entsprechen. Ein Verfah-
ren, das dies unter allen Umstédnden garantiert, ,erfiillt die Quotenbedingung”. Diese Bedingung

ist wesentlich schwieriger zu erfiillen und wird von vielen Verfahren (gelegentlich) verletzt.

Erweist sich diese Bedingung als zu streng, kann man zumindest fordern, dass die Sitzzahl ein-
seitig entweder nicht kleiner als der abgerundete Idealanspruch (,,untere Quotenbedingung*)
oder nicht groBer als der aufgerundete Idealanspruch (,,obere Quotenbedingung*) sein soll. Er-
satzweise kann von einem Verfahren verlangt werden, dass es nach Moglichkeit ,,der Quotenbe-
dingung nahe kommen*“ soll: Diese Bedingung ist erfiillt, soweit ein Zuteilungsergebnis nicht

dadurch weiter verbessert werden kann, dass Sitze von einer Partei zu einer anderen verschoben
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werden und dabei beide Parteien ihrem Idealanspruch ndher kommen (,,staying near quota“, s.
Balinski/Young 1982, S. 132).

Statt in Form von Idealanspruch bzw. Quote, also auf der Skala der absoluten Sitzzahlen, kann
die Proportionalitit einer Sitzzuteilung alternativ auch in den Einheiten ,,Sitze pro Stimme* oder
,»Stimmen pro Sitz“ quantifiziert und tberpriift werden. Der Quotient aus Sitzzahlen und Wah-
lerstimmen einer Partei wird als ,,Erfolgswert der Wahlerstimmen bezeichnet (Sitze pro Stim-
me). Der umgekehrte Quotient aus Wahlerstimmen und Sitzzahlen einer Partei wird ,, Vertre-
tungswert” bzw. ,,Vertretungsgewicht” ihrer Mandate genannt. Dies entspricht mathematisch
dem Kehrwert des Erfolgswertes; anschaulich bedeutet das Vertretungsgewicht, wie viele Wéhler

(im Mittel) hinter einem Abgeordneten der Partei stehen.

4.2. ParteigroBen-Neutralitat

Nicht nur bei der Wahlhandlung, sondern auch danach bei der Sitzzuteilung muss die Chancen-
gleichheit aller Parteien durch das Verfahren gewahrt bleiben. Insbesondere sollte keine Partei
aufgrund der spezifischen GroBe ihres Stimmenanteils einen vorhersehbaren Vor- oder Nachteil
erleiden. Auch wenn diese Forderung selbstverstdndlich erscheint, so sind doch in der Praxis
selbst unter den bekanntesten Verfahren solche, die groBen oder kleinen Parteien einen systema-

tischen Vorsprung verschaffen.

Bei einer Diskussion dieses Aspekts ist insbesondere zu beachten, dass eine spezifische Bevorzu-
gung oder Benachteiligung nicht schon am konkreten Ergebnis einer einzelnen Zuteilung erkannt
werden kann. Vielmehr kann sie nur entweder aus dem mathematischen Prinzip des Zuteilungs-
verfahrens oder aber aus der statistischen Betrachtung einer gréferen Schar von tatsdchlichen

Zuteilungen abgeleitet werden.

Fiir den Spezialfall der deutschen Parteienlandschaft gilt zudem: Bei der Sitzverteilung auf Bun-
desebene ist als Parteigrofe nicht die Stéarke einer Partei in einzelnen Ldndern mafBgeblich, son-
dern ihr Stimmenanteil im Bundesgebiet. In diesem Sinne zdhlt zu den (relativ) kleinen Parteien
auch die CSU, deren Stimmenanteil im Bund oft um 10% lag; in der 16. Wahlperiode war sie mit
7,69% der Bundes-Stimmen die kleinste der im Bundestag vertretenen Parteien. Sie ist von den
Eigenschaften der Zuteilungsverfahren daher in dhnlicher Weise betroffen wie FDP, Biindnis
90/Die Griinen und Die Linke.

Wird bei einem zweistufigen System wie dem bei der Bundestagswahl praktizierten, bei dem
Sitze zundchst auf Parteien und danach auf Regionen (Bundesldnder) verteilt werden, ein nicht

groBenneutrales Zuteilungsverfahren gewahlt und auch fiir die Unterverteilung angewandyt, so
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konnen sich dariiber hinaus spezifische Vor- und Nachteile fiir groBe oder kleine Landesverbén-

de innerhalb derselben Partei ergeben.

Die Frage der Parteigrofen-Neutralitét ist noch aus einem anderen Blickwinkel von Bedeutung:
Bevorzugt ein Zuteilungsverfahren systematisch kleinere Parteien, so kénnte eine bestehende
Partei einen theoretischen Vorteil dadurch erlangen, dass sie sich in zwei kleinere Teil-Parteien
aufspaltet. Deren Sitzanspriiche nach einer Parlamentswahl konnten, selbst wenn sie keine neu-
en Wihler hinzugewinnen, in der Summe hdéher liegen als der Sitzanspruch der Mutterpartei vor
der Aufspaltung — bei gleicher Stimmenzahl. Ein solches Verfahren begiinstigt Partei-Spaltungen.
Gewihrt das Sitzzuteilungsverfahren umgekehrt grofleren Parteien einen Vorteil, so konnten zwei
kleinere Parteien ihr spateres Gewicht im Parlament zu erh6hen versuchen, indem sie gemein-
sam zur Wahl antreten bzw. sich zu einer Partei zusammenschlieBen. Ein solches Verfahren be-

giinstigt Koalitionen bzw. Partei-Fusionen.

Jedes Zuteilungsverfahren, das nicht parteigroBen-neutral ist, kann in diesem Sinne — gewollt
oder ungewollt — bestimmte Entwicklungen in der Parteienlandschaft begiinstigen. Manche Beo-
bachter betrachten deshalb Verfahren, die gréferen Parteien einen Vorteil gewédhren, als vor-
zugswiirdig, weil sie Anreize gegen eine Zersplitterung der Parteienlandschaft setzen konnten.
Bei der Betrachtung ist allerdings zu beriicksichtigen, dass das Bundeswahlgesetz dasselbe Ziel
bereits mit der 5%-Hiirde verfolgt. Ob die Aufgabe, eine Zersplitterung der Parteienlandschaft zu
verhindern, zusétzlich auch tber das Sitzzuteilungsverfahren gelost werden kann und muss, ist

insofern fraglich.

4.3. Mehrheitsbildung / Mehrheitstreue

Nach jeder Wahl hat ein Parlament meist zunédchst eine Regierung bzw. einen Regierungschef zu
bestimmen, wozu die Stimmen von mehr als der Hélfte der Parlamentarier erforderlich sind. Um
auch hierbei den Wahlerwillen moglichst exakt abzubilden, sollte das Sitzzuteilungsverfahren
gewdhrleisten, dass eine Partei, die iiber 50% der an der Verrechnung teilnehmenden Wahler-
stimmen erhalten hat, auch mehr als die Hélfte der Parlamentssitze erhélt. Dies ist im Bundes-
wahlgesetz (§ 6 Abs. 3) liber eine Sondervorschrift — unabhédngig vom sonstigen Zuteilungsver-

fahren — ausdriicklich geregelt.

Eine weitergehende Forderung vertritt Hermsdorf (1996, 2009): Das von ihm formulierte Konzept
der ,,Mehrheitstreue” verlangt, dass nicht nur einzelne Parteien, sondern auch jede rechnerisch
mogliche Parteien-Koalition, die mehr als die Hélfte der Wahlerstimmen auf sich vereinigt, zu-

sammen mehr als die Hélfte der Parlamentssitze erhalten sollte. Da nach dem Wahlausgang fast
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immer mehrere verschiedene Koalitionen rechnerisch moglich sind, ist das Prinzip der Mehr-
heitstreue nur dann erfiillt, wenn jede einzelne dieser ,,Koalitionen“ gleichzeitig eine hypotheti-

sche Parlaments-Mehrheit erhalt.

4.4, Monotonie: Haus-Monotonie

Die Mathematik kennt den Begriff der Monotonie: Eine Zuordnungsvorschrift (,,Funktion®), die
jeder Eingabe einen Ausgabewert zuordnet, heilit monoton, wenn sie fiir groBere Eingabewerte
immer auch groBere Ausgabewerte ergibt - oder zumindest gleich groBe, niemals aber kleinere.
Auf Sitzzuteilungsverfahren ist dies mehrfach anwendbar: So sollte ein Zuteilungsverfahren ga-
rantieren, dass etwa eine Erhohung der Gesamtzahl der Parlamentssitze fiir keine Partei zu einem
Sitzverlust fiihren kann (Haus-Monotonie). Auch sollte — bei gleicher Gesamtsitzzahl — ein
Stimmenzuwachs fiir eine einzelne Partei bei gleichbleibender Stimmenzahl aller anderen Par-

teien niemals dazu fithren, dass diese Partei einen Sitz verliert (Stimmen-Monotonie).

Eine der iiberraschendsten Lehren aus der Geschichte der Wahlsysteme war, dass manche Zutei-
lungsverfahren eine Verletzung dieser Prinzipien verursachen konnen. Diese Effekte wurden zu-
erst in den USA beobachtet und haben in der Entwicklung des US-Wahlsystems eine prominente
Rolle gespielt. Sie sind unter dem Begriff der Paradoxien bekannt geworden (vgl. Nurmi 1999,
Fehndrich 1999). Eine Verletzung der Haus-Monotonie fiihrt zum Alabama-Paradoxon (s. Ab-
schnitt 6).

Im Bundestags-Wahlsystem, wie es zur Wahl 2005 angewandt wurde, kann zudem ein Stimmen-
zuwachs zu einem Sitzverlust derselben Partei fiihren. Dieser Effekt des negativen Stimmge-
wichts ist allerdings nicht allein auf ein spezielles Sitzzuteilungsverfahren, sondern auf die
komplexe Wechselwirkung zwischen Ober- und Unterverteilung und den Effekt der dabei entste-

henden Uberhangmandate zuriickzufiihren.

4.5 Monotonie: Bevolkerungs-Monotonie

Weiterhin soll ein Stimmenzuwachs einer Partei nicht dazu fiihren konnen, dass sich Sitze zwi-
schen zwei anderen Parteien verschieben. Vielmehr sollen sich die Sitzzahlen von zwei Parteien
A und B im Vergleich nur aus deren jeweiligem Stdrkeverhéltnis ergeben und vor dem Hinter-
grund der von diesen beiden Parteien errungenen Stimmenzahlen als gerechtfertigt erscheinen.
Der Ausgang des Vergleichs kann deshalb nicht von Wahlteilnahme oder Wahlerfolg einer dritten
Partei C abhdngen. Beschrankt man die Betrachtung in dieser Weise auf paarweise Vergleiche, so

darf ein relativer Stimmzuwachs von A gegeniiber B keinesfalls dazu fiihren, dass A einen Sitz an
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B verliert. Anderenfalls wiirde sich die Sitzzahl gegenldufig zur Stimmenentwicklung verdndern;

das wire schwerlich mit dem Gedanken der Proportionalitédt vereinbar.

Ist diese Bedingung erfiillt, spricht man von Bevilkerungs-Monotonie. Alternativ sind auch die
Begriffe Konsistenz bzw. Kohidrenz des Verfahrens gebrdauchlich (vgl. Balinski (2004); Balins-
ki/Pukelsheim (2007)). Um 1900 wurde in den USA erstmals deutlich, dass die Bedingung ver-
letzt werden kann: Im Zuge des Bevilkerungswachstums verlor dort ein schneller wachsender
Bundesstaat einen Sitz an einen langsamer wachsenden; dies ist ein Fall des Bevolkerungs-

Paradoxons bzw. Wéhlerzuwachs-Paradoxons'” (vgl. Abschnitt 6).

4.6. Kombination der Kriterien: Vertrdglichkeit und Zielkonflikte

Die oben genannten Kriterien sind jeweils fiir sich plausibel, stehen aber dariiber hinaus auch in
vielfdltigen Wechselbeziehungen zueinander. Fiir die Suche nach einem ,,idealen* Verfahren ist
deshalb auch die Frage von Bedeutung, inwieweit es tiberhaupt méglich ist, durch ein Verfahren
alle Kriterien gleichzeitig zu erfiillen — oder ob sie etwa untereinander in einer solchen Weise in

Zielkonflikten stehen, dass Kriterien sich gegenseitig ausschliefen.

Ein Beispiel fiir einen denkbaren Zielkonflikt ist die Frage, ob Proportionalitdt bzw. Parteiengro-
Ben-Neutralitét einerseits und die Mehrheitsbedingung zwecks stabiler Regierungsbildung ande-
rerseits sich gegenseitig ausschlieBen. Diese vermeintliche Unvertrdaglichkeit dient gelegentlich
als Argument zugunsten von Verfahren, die grofe Parteien systematisch bevorzugen. Rechenbei-
spiele aus der Geschichte der Bundestagswahlen (vgl. Anhang, S. 43) zeigen allerdings, dass die-
se Verfahren oft dazu tendieren, Sitze vom kleinen zum groBen Koalitionspartner innerhalb des-
selben politischen ,,Lagers” umzuverteilen; die Machtverteilung zwischen Regierung und Oppo-
sition bleibt dabei unverdndert. Ein solcher ,,Kompromiss“ kann daher Gefahr laufen, zwei Nach-
teile miteinander zu kombinieren, indem er die Proportionalitdt mehr als notig verletzt, ohne

dadurch die Regierungsmehrheit stabiler zu machen.

Ein wesentlicher Zielkonflikt, der tatsdchlich zu Kompromissen zwingt, ist allerdings der folgen-

de, der als ,,Unmadoglichkeitssatz von Balinski/Young (1982)“ bekannt geworden ist:

17 Auch fiir den Bundestag zeigen Berechnungen, dass bei Verwendung eines inkonsistenten Verfahrens das Wah-

lerzuwachs-Paradoxon in der Praxis auftreten kann. So hétte bei der Bundestagswahl 1998 die FDP einen Sitz
mehr und die PDS einen Sitz weniger erhalten, wenn die CDU 38.000 Zweitstimmen weniger bekommen hétte
(Berechnung nach dem Verfahren von Hare/Niemeyer mit der Software ,,BAZI“; siehe auch
http://www.wahlrecht.de/verfahren/paradoxien/population.html).
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Ein Sitzzuteilungsverfahren kann nicht gleichzeitig die Quotenbedingung und das Krite-
rium der Bevolkerungs-Monotonie erfiillen. Ausnahmen sind nur dann méglich, wenn die
Parteienzahl kleiner als 4 oder die zu verteilende Sitzzahl kleiner als 7 (bzw. als die Partei-

enzahl plus 3) ist.

Jedes denkbare Verfahren muss unausweichlich entweder am Wihlerzuwachs-Paradoxon leiden
oder aber die Quotenbedingung (gelegentlich) verletzen. Die Bevolkerungs-Monotonie (bzw. die
Konsistenz oder Kohédrenz), die zunédchst als plausible Forderung an ein Wahlverfahren er-
scheint, erweist sich daher als eine sehr harte Bedingung. Zwar gilt, dass ein bevolkerungs-
monotones Verfahren automatisch auch haus-monoton ist. Jedoch kann ein solches Verfahren
nicht gleichzeitig die Einhaltung der Quotenbedingung gewihrleisten. Dieser Satz stellt sich als

zentrale Schwierigkeit bei der Auswahl von Sitzzuteilungsverfahren heraus.

Eine wichtige Aufgabe der systematischen Untersuchung und Einordnung der bekannten Verfah-
ren liegt vor diesem Hintergrund darin, bei jedem Verfahren zu analysieren, durch welche Art
von Kompromiss es diese Unvertrdglichkeit 16st und fiir welches der konkurrierenden Ziele es
sich entscheidet — ohne dabei die Analyse der verbleibenden Kriterien (Bevorzugung aufgrund

GroBe, Mehrheitseigenschaften) zu vernachldssigen.
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5. Zuteilungsverfahren im Uberblick: Systematik

Die systematische Einordnung der Verfahren wird einfacher, wenn man die Vielzahl bekannter
Verfahren zu Gruppen zusammenfasst. Dabei lassen sich drei wesentliche Gruppen erkennen:

Automatische Verfahren, Quotenverfahren und Divisorverfahren.

5.1. Automatische Verfahren

Ein einfacher Ansatz liegt darin, bereits vor der Zuteilung endgiiltig festzulegen, fiir wie viele
Stimmen jeweils ein Sitz vergeben werden soll (sog. ,,Wahlzahl“). So enthélt die Verfassung der
USA eine Vorschrift, dass kein Bundesstaat im Reprdsentantenhaus mehr als einen Sitz pro
30.000 Einwohnern erhalten soll. In der Friihzeit der USA wurde diese Klausel nicht nur als ein-
seitige Schranke, sondern als konkrete Berechnungsvorschrift interpretiert: So wurde jeweils ein
gewisser Wert der Wahlzahl (z.B. 33.000) gesetzlich festgelegt und die Zuteilung dann durchge-
fiihrt, indem die Bevolkerungszahl jedes Bundesstaates durch diesen Wert geteilt wurde. In
Deutschland schrieb auch das Reichswahlgesetz'® der Weimarer Republik ein dhnliches Verfah-
ren vor: Jeder Wahlvorschlag sollte pro 60.000 Stimmen je einen Abgeordnetensitz im Reichstag

erhalten.

In der Folge stellt sich zunéchst die bereits bekannte Frage nach dem Umgang mit Kommazahlen:
Sollen Bruchteile von Sitzanspriichen beriicksichtigt werden, oder ldsst man im Extremfall bis zu
59.000 Wihlerstimmen génzlich unberiicksichtigt? Die Weimarer Verfassung léste dieses Prob-
lem, indem solche ,,Reststimmen® aus den einzelnen Wahlkreisen zunéchst auf iibergeordneter
Ebene (Wahlkreisverbdnde) gesammelt wurden und dort, falls ihre Summe die Grenze von 60.000
Stimmen pro Partei iberschritt, wiederum Anspruch auf einen weiteren Sitz begriindeten. Auf
Reichsebene wurde schlieBlich sogar ein ,,halber Anspruch (mind. 30.000 Stimmen) zu einem
weiteren Sitz fiir den betreffenden Wahlvorschlag aufgerundet. Generell lassen sich automatische
Verfahren mit jeder Form der Rundung (Abrundung, Aufrundung, Standardrundung, oder andere

Rundungsvorschriften) kombinieren.

Ein anderes Problem wurde in der Friihzeit der USA wegen starker Zuwanderung und schnellen
Bevdlkerungswachstums erkennbar: Parallel zur Bevilkerung wuchs auch das Parlament ,,auto-
matisch® mit. In der Weimarer Republik trat der Effekt ebenfalls auf; hier schwankte die Anzahl

der Reichstagsmitglieder zwischen 459 und 647. In Verhédltniswahlsystemen héngt ein solcher

18 Reichswahlgesetz vom 27. April 1920, Artikel 30, vgl.
http://www.dhm.de/lemo/html/dokumente/wahlgesetz1920/index.html
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Zuwachs durch automatische Verfahren allerdings nicht nur vom Bevolkerungswachstum, son-

dern auch von der jeweiligen Wahlbeteiligung ab.

Nicht zuletzt dieser Punkt kann ein Parlament vor erhebliche logistische Herausforderungen stel-
len, denn gerade eine Wahlbeteiligung ist schwierig zu prognostizieren. Fallt sie unerwartet hoch
aus, miissen nach der Wahl evtl. sehr kurzfristig Infrastruktur und finanzielle Mittel fiir eine gro-
Be Zahl zusédtzlicher Abgeordneter bereitgestellt werden. Fillt sie hingegen niedrig aus, kommen

deutlich weniger Abgeordnete ins Parlament und es fehlen evtl. Spezialisten fiir politische Fach-

themen.

Wohl auch aus solchen Griinden werden automatische Verfahren heute kaum mehr diskutiert.
Die anderen beiden Hauptgruppen von Zuteilungsverfahren legen daher nicht die Wahlzahl,
sondern die Gesamtzahl an zu verteilenden Sitzen vorab fest. Unvermeidlich wird so umgekehrt

das Verhaltnis von Stimmen zu Sitzen zur schwankenden GrofBe.

5.2. Quotenverfahren

Quotenverfahren gehen fiir jede Partei von ihrer Quote als wichtigster Bezugsgrofe aus. Diese
Quote wird berechnet, indem man die zu verteilende Gesamtsitzzahl mit dem Stimmenanteil der
Partei multipliziert (also: Gesamtsitzzahl * Parteistimmen / Gesamtstimmen). Das Ergebnis, der
Idealanspruch, ist eine Kommazahl. Deren ganzzahliger (abgerundeter) Anteil ist der Partei als
Sitzzahl nun schon sicher — dies ist allen Quotenverfahren gemeinsam. Unterschiede treten im
folgenden Schritt auf, bei dem Restsitze zu verteilen sind, bis die Gesamtsitzzahl stimmt. Diese
Restsitzzuteilung kann man alternativ auch so auffassen, dass die Quoten der verschiedenen Par-

teien nach bestimmten Kriterien auf- statt abgerundet werden.

Das Verfahren nach Hare/Niemeyer (,,Quotenverfahren mit Restzuteilung nach groBten Bruchtei-
len“) vergibt diese Restsitze an die Parteien mit den groten Nachkommateilen ihrer Quoten™.
Die Parteien werden also nach der Grofle der Nachkommaanteile sortiert und erhalten in dieser
Reihenfolge eine nach der anderen einen zusétzlichen Sitz zugeteilt — so lange, bis das Restsitz-
kontingent ausgeschopft ist. In anderen Worten werden Quoten mit grofen Bruchteilen aufge-
rundet, kleinere abgerundet — allerdings nicht mit einer festen Rundungsgrenze (etwa 0,50).
Vielmehr ergibt die geeignete Rundungsgrenze sich erst im Verfahren selbst; sie hdngt davon ab,
wie grof die Quotenbruchteile nicht nur der einzelnen, sondern auch aller anderen Parteien je-

weils sind.

19 D.h., anders formuliert, nach der gréften Anzahl an Reststimmen.
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Hare/Niemeyer ist das bei weitem bekannteste, aber nicht das einzige Quotenverfahren. Ein wei-
teres schlug W. Lowndes 1822 in den USA vor (Balinski/Young 1982, S. 24). Das nach ihm be-
nannte ,,Verfahren von Lowndes“ beginnt wiederum mit der Berechnung der Quoten und der
festen Vergabe der ganzzahligen Sitzanteile. Die nachfolgende Restsitzzuteilung richtet sich aber
nicht nach der absoluten Gréfe der verbleibenden Sitzbruchteile, sondern nach relativen Bruch-
teilen: Zur Berechnung werden die genauen Quoten zunéchst durch die in der ersten Runde ver-
gebenen Sitzzahlen (also die abgerundeten Quoten) geteilt. Es ergibt sich fiir jede Partei eine
Zahl, die in aller Regel knapp oberhalb von eins (z.B. 1,038) liegt. Diese Faktoren bedeuten an-
schaulich, ,,wie viel mal mehr* Sitze eine Partei im Sinne strikter Proportionalitit eigentlich be-
kommen miisste. Alternativ interpretiert legen die Faktoren eine gemeinsame Skala fest, auf der
man ablesen kann, ,,wie viel mal mehr Wahler* im Durchschnitt hinter einem Abgeordneten der
einzelnen Partei stehen. Parteien mit besonders hohen Faktoren sind offenbar benachteiligt, denn
sie haben mehr Wahler pro Sitz. Daher wird die Restsitzzuteilung in der Reihenfolge der hoch-

sten Faktoren vorgenommen — wiederum bis das Restsitzkontingent ausgeschopft ist.

5.3. Divisorverfahren

Die verbleibende Gruppe der Divisorverfahren weist die grofte Vielfalt an verschiedenen Verfah-
ren auf. Daneben kann jedes einzelne Divisorverfahren zusétzlich iiber unterschiedliche Berech-
nungsvorschriften definiert werden, die aber notwendigerweise zum identischen Berechnungser-
gebnis fiihren und insofern dasselbe Verfahren darstellen. Hier soll einheitlich zunédchst die Dar-
stellung als Zweischrittverfahren mit Divisoranpassung gewéhlt werden; alternative Formulie-

rungsmoglichkeiten werden in Abschnitt 7.1 erldutert.

In dieser Darstellung funktionieren alle Divisorverfahren so, dass in einem ersten Schritt wiede-
rum zundchst ein Sitzanspruch mit Kommastellen fiir jede Partei ausgerechnet wird. Dies kann
auch hier nach der Formel ,,Gesamtsitze mal Parteistimmen geteilt durch Gesamtstimmen* ge-
schehen. Als Teil dieser Formel kann man das Verhiltnis ,,Gesamtstimmen geteilt durch Gesamt-
sitze” zu einem Wert (,,Divisor”) zusammenfassen. Die Anwendung der Formel fiir jede Partei
reduziert sich dann darauf, die jeweilige Parteistimmenzahl durch den Divisor zu teilen. An-
schaulich bestimmt der Divisor (wie die Wahlzahl beim automatischen Verfahren), wie viele

Stimmen eine Partei im Mittel aufbringen muss, um einen Sitz zu erhalten.

Die so vorldufig errechnete Sitzzahl begriindet aber, im Unterschied zu Quotenverfahren, noch
keinerlei endgiiltigen Anspruch der jeweiligen Partei. Vielmehr werden die errechneten Komma-
zahlen zunéchst nach einer (noch zu definierenden) Rundungsregel auf ganze Zahlen gerundet.

Dann wird die Summe der Sitze aller Parteien gebildet. Stimmt sie nicht mit der zu vergebenden
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Gesamtzahl an Sitzen tiberein, wird der Divisor verdndert und mit dem neuen Divisor die Be-
rechnung wiederholt. Dies geschieht so lange, bis die Summe stimmt. Wegen dieses vorldufigen
Charakters der ersten Berechnung ist es nicht ausschlaggebend, dass das Verfahren tatsidchlich
mit dem oben genannten Wert des Divisors gestartet wird. Vielmehr kann auch ein beliebiger
anderer Anfangswert genutzt werden, der — bei geschickter Wahl — evtl. schneller zum Abschluss
des Verfahrens und zur richtigen Summe fiihrt. Auch dieser ,,richtige” Wert des Divisors ist al-
lerdings meist nicht eindeutig definiert. Vielmehr fiihrt meist ein ganzer Bereich von benachbar-
ten Divisor-Werten (in der Praxis z.B. alle Werte zwischen 75.800 und 76.200) zum gleichen Er-

gebnis mit ganzzahligen Sitzzahlen und der richtigen Summe.

Der generelle Unterschied zu Quotenverfahren liegt also im Umgang mit dem Problem der an-
fanglich nicht ,,stimmenden® Sitzzahl-Summe. Bei Quotenverfahren werden zwecks Vergaben
von Restsitzen die Anforderungen fiir so viele Parteien individuell gelockert (indem ihr Sitzans-
pruch einzeln auf- statt abgerundet wird), bis die richtige Summe an Sitzen vergeben ist. Bei Di-
visorverfahren hingegen werden die Anforderung fiir alle Parteien gleichzeitig so gelockert bzw.
verscharft, dass anhand dieses neuen Malstabs — der Divisor beziffert die pro Sitz erforderlichen

Stimmen- die Gesamtsitzzahl korrekt getroffen wird.

Der verbleibende Freiheitsgrad bei Divisorverfahren liegt in der Frage, welche Rundungsvor-
schrift anzuwenden ist. Da beliebige Rundungsregeln definiert werden kénnen, existiert im Prin-
zip auch eine unendliche Fiille von unterschiedlichen Divisorverfahren. Allerdings erscheinen
viele davon wenig {iberzeugend — insbesondere solche, die nicht nur zur niachsten, sondern z.B.
gleich zur tiberndchsten ganzen Zahl auf- oder abrunden. Beschrankt man sich auf diejenigen
Rundungsregeln, die nur auf die ndchstliegenden ganzen Zahlen auf- oder abrunden, so kann
man die entsprechenden Verfahren noch in solche mit fester Rundungsgrenze und solche mit
variabler Rundungsgrenze unterscheiden. Feste Rundungsgrenze bedeutet, dass man eine Zahl
so lange abrundet, wie ihr Nachkomma-Bruchteil unterhalb einer vorgegebenen Grenze bleibt,
dariiber hingegen aufrundet. Beispiele sind die Aufrundung (Rundungsgrenze 0,00), die Stan-
dardrundung (Grenze* 0,50) und die Abrundung (Grenze 0,999... bzw. 1,0). Variable Rundungs-
grenze bedeutet, dass diese Trennlinie von der GroBe der Zahl vor dem Komma abhéngt: Bei der

geometrischen Rundung bildet das jeweilige geometrische Mittel** der zwei angrenzenden Zah-

20 Dies entspricht dem arithmetischen Mittel der zwei angrenzenden Zahlen. Formal wird es berechnet, indem man
die beiden Zahlen addiert und die Summe durch zwei teilt.
2 Das geometrische Mittel zweier Zahlen wird berechnet, indem man die beiden Zahlen miteinander multipliziert

und aus dem Ergebnis die Wurzel zieht. Diese Form der Berechnung wird verwendet fiir die Mittelung von
schwankenden Zinssétzen bei Kapitalanlagen, von Wachstumsraten bei Bakterienkulturen etc.
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len die Rundungsgrenze (also die Zahlenfolge 1,41 — 2,45 — 3,46 — 4,47 — 5,48 — 6,48 etc.). Die
harmonische Rundung orientiert sich schlieflich am harmonischen Mittel** der angrenzenden
Zahlen (also der Zahlenfolge 1,33 — 2,40 — 3,43 — 4,44 — 5,45 — 6,46 etc). Beide Folgen ndhern
sich fiir groBe Zahlen immer mehr dem Bruchteil 0,50, werden also der Standardrundung immer

dhnlicher. Fiir kleine Sitzzahlen konnen sich allerdings relevante Unterschiede ergeben.

Die genannten fiinf Rundungsvorschriften sind dadurch ausgezeichnet, dass die zugeordneten
Sitzzuteilungsverfahren oft als die fiinf traditionellen Divisorverfahren bezeichnet werden: Ab-
rundung fiihrt zum Verfahren nach D’Hondt, Standardrundung zum Verfahren nach Sainte-
Lagué/Schepers. Aufrundung entspricht dem Verfahren nach Adams (vorgeschlagen von US-
Prasident John Quincy Adams; selten angewandt). Harmonische Rundung fiithrt zum Verfahren
nach Dean, das in der Praxis kaum genutzt wird. Geometrische Rundung schlieBlich entspricht

dem Verfahren nach Hill-Huntington, das heute fiir die US-Kongresswahlen verwendet wird.

Die Zuteilungsergebnisse der drei Divisorverfahren mit Standardrundung, mit geometrischer
Rundung und mit harmonischer Rundung kénnen sich wegen der o.g. fortschreitenden Annéhe-
rung der Rundungsgrenzen vor allem bei kleinen absoluten Sitzzahlen merklich unterscheiden.
Dies ist in den USA relevant, wo es sehr kleine Bundesstaaten gibt, die nur einzelne Sitze im
Repréasentantenhaus erhalten. Im deutschen Wahlsystem sind die Unterschiede insofern weniger
bedeutsam, als die 5%-Hiirde dafiir sorgt, dass eine Partei kaum weniger als 30 Sitze erhalten
kann, wenn sie iberhaupt im Bundestag vertreten ist. Daher ergeben hier alle drei Verfahren
nach Sainte-Lagué/Schepers, nach Dean und nach Hill-Huntington oft das gleiche Ergebnis. Am
Beispiel der vergangenen Bundestagswahlen stellt sich bei den berechneten Zuteilungsergebnis-

sen in keinem einzigen Fall ein Unterschied zwischen den drei Verfahren heraus (vgl. Anhang, S.

43).

Auch wenn den fiinf traditionellen Divisormethoden die grofite Bedeutung zukommt, existieren
unzihlige weitere Divisorverfahren, darunter einige bekanntere. So schlug der Marquis de Con-
dorcet zur Zeit der Franzosischen Revolution ein Divisorverfahren mit einer festen Rundungs-

grenze von 0,40 vor (Verfahren nach Condorcet).

22 Das harmonische Mittel zweier Zahlen ergibt sich, indem man die Kehrwerte beider Zahlen berechnet, das

(arithmetische) Mittel dieser Werte bildet und vom Ergebnis wiederum den Kehrwert nimmt. Dasselbe Ergebnis
kann man auch berechnen, indem man beide Zahlen miteinander multipliziert und dann durch ihr arithmeti-
sches Mittel teilt.

Einfaches Anwendungsbeispiel: Ein Fahrradfahrer fahrt dieselbe Strecke hin und zuriick — auf dem Hinweg bei
Gegenwind langsamer, auf dem Riickweg bel Riickenwind schneller. Dann entspricht die Durchschnittsgeschwindig-
keit flr die ganze Reise dem harmonischen Mittel der beiden einzelnen Geschwindigkeiten.
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Kopfermann (1991) nennt schlieBlich weitere Gruppen von Verfahren (Komplementarverfahren,
Exponentialverfahren, allgemeine Proportionalverfahren), denen jedoch in der Praxis eine gerin-

gere Bedeutung zukommt.
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6. Quotenverfahren im Einzelnen: Eigenschaften

Das Quotenverfahren nach Hare/Niemeyer hat eine bedeutende Rolle in der Entwicklung der Zu-
teilungsverfahren gespielt. Wie dieses haben alle Quotenverfahren mehrere giinstige mathemati-
sche Eigenschaften. Einerseits wirken sie relativ einfach und verstdndlich; auch sind die erfor-
derlichen Berechnungen mit einfachen Mitteln meist schnell durchzufiihren. Weiterhin erfiillen
sie automatisch die Quotenbedingung: Schon aus der Definition der Verfahren folgt, dass keine
Partei weniger Sitze als ihre abgerundete Quote oder mehr Sitze als ihre aufgerundete Quote er-
halten kann. Die Proportionalitét ist also in relativ strengem Sinne gewahrt. SchlieBlich ist zu-
mindest das Verfahren nach Hare/Niemeyer parteigroBen-neutral: Die Vergabe von Restsitzen
geschieht hier nur nach dem Quoten-Bruchteil — unabhéngig von der Zahl vor dem Komma, an
der sich die Parteigréfe ablesen lédsst. Daher kann keine Partei allein aufgrund ihrer GréBe einen

statistischen Vorteil oder Nachteil bei der Vergabe der Restsitze erleiden.

Diesen Vorteilen steht allerdings ein gewichtiger Nachteil gegeniiber: Quotenverfahren kénnen
die Monotonie bzw. die Konsistenz verletzten. Dies kann auf mehrere Weisen geschehen. Die
entsprechenden Effekte, die im 19. Jahrhundert in den USA entdeckt wurden, werden als Para-

doxien bezeichnet.

Der Begriff ,,Alabama-Paradoxon” (auch: Sitzzuwachsparadoxon) bezeichnet eine Verletzung der
Haus-Monotonie: Bei Quotenverfahren wie Hare/Niemeyer kann es vorkommen, dass bei festste-
hender Stimmenzahl eine Erh6hung der Parlamentsgroe um einen Sitz dazu fithren wiirde, dass
eine Partei einen Sitz verliert (oder dass eine Partei umgekehrt bei Verkleinerung des Parlaments
einen zusétzlichen Sitz zugeteilt bekdme). Dieses Phanomen wurde 1880 bei der Verteilung der

Kongress-Sitze auf die US-Bundesstaaten beobachtet (vgl. Balinski/Young 1982, S. 39):

Bundesstaat Einwohnerzahl Quote (299 Sitze) Quote (300 Sitze)
Alabama 1.262.505 7,646 7,671

Texas 1.591.749 9,640 9,672

Illinois 3.077.871 18,640 18,702

USA gesamt 49.371.340 299 300

Tabelle 6: Historisches Zahlenbeispiel zum Alabama-Paradoxon. Der Staat Alabama fiillt um einen Sitz zuriick,

obwohl die Gesamtzahl der Sitze um einen erhéht wurde (vgl. Balinski/Young 1982, S. 39).

Das Beispiel zeigt: Ware damals die GroBe des US-Repréasentantenhauses auf 299 Sitze festgelegt
worden, hédtte der Quoten-Bruchteil fiir den Staat Alabama bei 0,646 und damit hoher als diejeni-
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gen von Texas und Illinois gelegen; Alabama wiren daher 8 Mandate zugeteilt worden. Wiirde
hingegen die HausgroBe auf 300 erhoht, zwar auch der Bruchteil von Alabama auf 0,671 anstei-
gen. Die Bruchteile der (groBeren) Bundesstaaten Texas und Illinois stiegen jedoch noch stérker
auf 0,672 bzw. 0,702. Sie zégen daher in der Bruchteils-Reihenfolge an Alabama vorbei und er-
hielten noch vor diesem Staat Restsitze zugeteilt. Alabama fiele so auf nur noch 7 Mandate zu-

riick — obwohl die Gesamtgréfe des Parlaments erhéht worden war.

Der Begriff ,,new state-Paradoxon” (Parteizuwachsparadoxon) wurde geprégt, nachdem der Staat
Oklahoma 1907 den USA beitrat. Gemal seiner Bevolkerungszahl war unstrittig, dass er finf Sit-
ze im Reprédsentantenhaus erhalten sollte, das entsprechend von 386 auf 391 Sitze vergroBert
wurde. Eine Neuberechnung der Verteilung fiir alle Bundesstaaten lief} in der Folge jedoch klar
werden, dass das Verfahren nach Hare/Niemeyer in diesem Fall zu einer Sitzverschiebung zwi-
schen zwei anderen US-Staaten fiihrte (ein Sitz von New York zu Maine). Dies geschah allein
durch das Hinzutreten eines neuen Staates, obwohl sich die Zahlenverhéltnisse zwischen den

beiden betroffenen dlteren Staaten in keiner Weise verandert hatten.

Vor Beitritt Oklahoma Einwohnerzahl Quote/Sitze
New York 7.264.183 37,606
Maine 694.466 3,595

USA gesamt 74.562.608 386

Nach Beitritt

Oklahoma ca. 1.000.000 5,175

New York 7.264.183 37,589
Maine 694.466 3,594

USA gesamt 75.562.608 391

Tabelle 7: Historisches Zahlenbeispiel zum new-state-Paradoxon. Nach dem Beitritt des Bundesstaates Oklahoma
verschiebt sich ein Sitz von New York zu Maine, obwohl beider Bevilkerungen unverdndert sind (vgl. Balins-

ki/Young 1982, S. 44).

Das ,,Bevolkerungs-Paradoxon“ (Wahlerzuwachs-Paradoxon) kann schlieBlich auftreten, wenn
die Wihlerzahlen von Parteien oder Bundesstaaten unterschiedlich schnell wachsen. Um 1900
wiesen viele US-Bundesstaaten ein Bevolkerungswachstum auf, jedoch mit unterschiedlichen
Zuwachsraten: So wuchs Virginia pro Jahr um 1,07%, Maine nur um 0,67%. Vor dem Hinter-
grund eines h6heren Wachstum der gesamten USA (im Mittel 2,02%) fiihrte dies beim Quoten-
verfahren nach Hare/Niemeyer dazu, dass Virginia einen Sitz verlor (von 10 auf 9), den Maine

iibernehmen konnte (von 3 auf 4) — obwohl Maine noch langsamer wuchs als Virginia (Tabelle 8).

Die drei Phinomene zeigen, dass es bei Quotenverfahren wie Hare/Niemeyer zu Effekten kom-

men kann, die der Monotonie, der Gleichheit der Wahl und dem gesunden Menschenverstand
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offensichtlich widersprechen. Letztlich liegt dies daran, dass bei Verdnderung der Randbedin-
gungen (Gesamtzahl an Sitzen oder Parteien/Staaten) der Quoten-Bruchteil einer Partei hinter
dem Komma umso schneller wichst oder schrumpft, je groBer die absolute GroBe dieser Partei
ist. Dies kann bei knappen Verhéltnissen dazu fiihren, dass die Bruchteile in unvermuteter Weise

iiber oder unter die Rundungs-Schwelle rutschen, woraus sich die obigen Paradoxien ergeben.

Bundesstaat Einwohnerzahl 1900 Quote/Sitze
Virginia 1.854.184 9,599
Maine 694.466 3,595

USA gesamt 74.562.608 386

Einwohnerzahl 1901

Virginia 1.873.951 9,509
Maine 699.114 3,548

USA gesamt ca. 76.069.000 386

Tabelle 8: Historisches Zahlenbeispiel zum Bevilkerungs-Paradoxon: Im Zuge des Bevilkerungswachstums ver-
schiebt sich ein Sitz von Virginia zu Maine, obwohl Virginia schneller wiichst als Maine (vgl. Balinski/Young 1982,

S. 43)

Paradoxien sind dann besonders gravierend, wenn die Zahl der Parteien (bzw. Staaten) und/oder
die Gesamtzahl der zu verteilenden Sitze nicht konstant, sondern wihrend des Zuteilungsprozes-
ses noch verdnderlich sind — dann kénnten sie Raum fiir manipulatives Eingreifen bieten. Uber-
tragen auf Deutschland mogen sie daher insofern weniger bedrohlich wirken, als die Zahl der
Bundestags-Parteien zumindest konstanter ist als die Zahl der US-Bundesstaaten es frither war.
Auch ist die regulér zu vergebende Sitzzahl im Zuteilungsverfahren nicht mehr verédnderbar,
sondern steht vor der Wahl fest. Bei der spéteren Besetzung der Ausschiisse im neu gewéhlten
Bundestag gilt dies jedoch nicht im gleichen Male, da Ausschussgrofien wesentlich starker fluk-

tuieren.

Auch wenn das mdgliche Auftreten von Paradoxien als Nachteil von Quotenverfahren gegen
mehrere Vorteile dieser Verfahren abzuwégen ist, tendieren viele Beobachter dazu, den Nachteil
fiir sehr gewichtig und Quotenverfahren deshalb generell fiir unvorteilhaft zu halten. De-
mentsprechend haben der US-Kongress (1910) und der Bundestag (2008) das Quotenverfahren

nach Hare/Niemeyer aufgegeben.
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7. Divisorverfahren im Einzelnen: Varianten und Eigenschaften

In diesem Kapitel sollen nun Divisorverfahren im Detail dargestellt werden. Es geht dabei in Ab-
schnitt 7.1 zundchst um Moglichkeiten, dasselbe Divisorverfahren in unterschiedlichen Darstel-
lungs-Varianten mathematisch zu formulieren, bevor Abschnitt 7.2 die Eigenschaften (Vor- und

Nachteile) von Divisorverfahren zusammenfasst.

Zwar wurden Divisorverfahren zuvor bereits in Kapitel 3 (mit praktischer Berechnungsvorschrift
und Zahlenbeispielen) und in Abschnitt 5.3 (mit einem Uberblick iiber die gesamte Breite der
moglichen Divisorverfahren) diskutiert. Leser, die primér an einer praktischen Anwendung der
Verfahren interessiert sind, konnen das nun folgende Kapitel daher evtl. {iberspringen. Zum tie-
feren Verstdndnis von Divisorverfahren ist die Kenntnis alternativer Darstellungsformen dennoch
niitzlich, aus zwei Griinden: Erstens erleichtert sie die Wiedererkennung, wenn dieselben Ver-
fahren in der Literatur teils sehr unterschiedlich formuliert werden. Zweitens macht jede der
unterschiedlichen Darstellungsformen bestimmte mathematische Eigenschaften der Verfahren

besonders leicht erkennbar; Abschnitt 7.1 dient insofern der Vorbereitung von Abschnitt7.2.

7.1. Alternative Darstellungsformen

In Abschnitt 5.3 wurden die traditionellen Divisorverfahren in ihrer Variante als Zweischrittver-
fahren mit Divisor-Anpassung dargestellt. Alle diese Verfahren kénnen alternativ iiber mehrere
andere Formulierungen® definiert werden. Die mathematische Aquivalenz der unterschiedlichen
Formulierungen kann hier nur ohne Beweis wiedergegeben werden; Details dazu finden sich im

mathematischen Anhang des Buches von Balinski/Young (1982).

7.1.1. Formulierung als Hochstzahlverfahren bzw. RangmafBzahlverfahren

Alle Divisorverfahren konnen so formuliert werden, dass sie die Gesamtzahl der zur Verfiigung
stehenden Sitze einzeln nacheinander vergeben (,,inkrementelles” Verfahren). Am Beispiel des
Verfahrens nach D’Hondt ldsst sich dies besonders einfach in einem Satz formulieren: Die Sitze
werden einer nach dem anderen verteilt, wobei jeweils diejenige Partei den ndchsten Sitz erhilt,

die dann immer noch den schlechtesten Erfolgswert fiir ihre Wahlerstimmen erzielt*.

23 Weil diese Formulierungen zu identischen Berechnungsergebnissen kommen, sind sie gemafl Bundeswahlleiter

auch rechtlich gleichwertig — vgl.
http://www.bundeswahlleiter.de/de/aktuelle_mitteilungen/downloads/Kurzdarst_Sitzzuteilung.pdf

24 Dieses Verfahren stiitzt sich also im ndchsten Schritt immer auf die Ergebnisse des jeweils vorhergehenden; es
wird daher auch als ,,rekursives® Verfahren bezeichnet.
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Schon an dieser kompakten Formulierung ist eine wichtige Eigenschaft aller Hochstzahlverfah-
ren ablesbar: Die Verfahrensvorschrift sieht nur die Verteilung zusétzlicher Sitze vor, nicht je-
doch deren Entzug. Es kann daher nicht vorkommen, dass eine Partei bei Parlamentsvergréfe-
rung einen Sitz verliert. Somit erfiillen alle Hochstzahlverfahren (d.h. alle Divisorverfahren) au-

tomatisch das Kriterium der Haus-Monotonie.

Fiir die Ableitung praktisch nutzbarer Berechnungsvorschriften fiir alle Divisorverfahren muss
das Vorgehen etwas ausfiihrlicher beschrieben werden: Um zu entscheiden, welche Partei den
jeweils nédchsten Sitz erhalten soll, wird eine Tabelle mit Koeffizienten aufgestellt. Die Tabelle
wird gefiillt, indem anfdnglich eine Zahlenfolge von Teilern definiert und sodann die Stimmen-
zahl jeder Partei nacheinander durch jede dieser Zahlen geteilt wird. Dann wird die Gesamtheit
aller so errechneten Koeffizienten gemeinsam betrachtet und quer tiber die Tabelle nach GroBe
sortiert. Daraus ergibt sich die Reihenfolge der zu vergebenden Parteisitze. Die Koeffizienten

werden auch als ,,Hochstzahlen“ bezeichnet, daher der Name ,,Hochstzahlverfahren“.

Die verschiedenen Divisorverfahren unterscheiden sich allein in der Wahl der Teilerfolge. Im
Beispiel des D’Hondtschen Verfahrens als Hochstzahlverfahren ist diese besonders einfach: Es
sind die natiirlichen Zahlen (1 — 2 — 3 — 4 etc.). Werden die Wahlerstimmen jeder Partei nachei-
nander durch diese Zahlen geteilt, so entspricht jeder einzelne Koeffizient der Anzahl an Wah-
lerstimmen, die hinter jedem Sitz der Partei stiinden, wenn diese den entsprechenden Teiler als
Sitzzahl zugewiesen bekdme. Die Tabelle ist demnach eigentlich eine Tabelle von (hypotheti-
schen) Vertretungsgewichten. Wird der jeweils ndchste Sitz an die Partei (A) mit dem hochsten
verbleibenden Koeffizienten vergeben, dann erhélt ihn somit die Partei, die nach dieser Zutei-
lung immer noch das hochste Vertretungsgewicht hat. Hitte ihn stattdessen Partei B erhalten, so
wire deren Vertretungsgewicht weiter reduziert worden, wéihrend das von Partei A weiterhin
und unnétig hoch bliebe. Das D’Hondtsche Verfahren reduziert also im Laufe der Zuteilung die
Vertretungsgewichte der Mandate bei allen Parteien moglichst gleichméBig; keine Partei be-
kommt einen Sitz ,,zu billig” (d.h. gegen zu geringes Vertretungsgewicht). Mathematisch ausged-

riickt: Das Verfahren maximiert die minimalen Vertretungsgewichte.

Andere Divisorverfahren ergeben sich nach der gleichen Systematik, indem man andere Teiler-
folgen wihlt. Diese entsprechen genau den Rundungsgrenzen in der jeweiligen Variante als

Zweischrittverfahren mit Divisoranpassung: Die Folge 0,5 — 1,5 — 2,5 — 3,5 etc. fiihrt zum Verfah-
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ren nach Sainte-Lagué/Schepers. Die Folge 0 — 1 — 2 — 3 etc. entspricht Verfahren nach Adams®.
Das Verfahren nach Dean ist definiert iiber die Teilerfolge 1,41 — 2,45 — 3,46 — 4,47 — 5,48 — etc.,
wiahrend die Folge 1,33 — 2,40 — 3,43 — 4,44 — 5,45 — etc. zum Verfahren nach Hill-Huntington
fiihrt. Die Durchfiihrung des Hochstzahlverfahrens ist mit diesen Teilerfolgen ebenso einfach wie
bei D’Hondt, allerdings haben die sich ergebenden Hochstzahlen keine ebenso anschauliche Be-

deutung wie zuvor als Vertretungsgewichte.

Eng verbunden mit den Hochstzahlverfahren ist die alternative Formulierung als Rangmafizah-
lenverfahren®. Dabei wird jeweils die umgekehrte Division durchgefiihrt, also die Elemente der
Zahlenfolgen nacheinander durch die Wéhlerstimmenzahl der jeweiligen Partei geteilt. Als Koef-
fizienten in der Tabelle ergeben sich daraus mathematisch die Kehrwerte der Hochstzahlen; diese
Werte werden statt in absteigende in aufsteigende Reihenfolge gebracht. Das Zuteilungsergebnis
ist identisch mit dem des entsprechenden Hochstzahlverfahrens. Im Fall von D’Hondt ist auch
die Interpretation ebenso anschaulich: statt nach hochstem Vertretungsgewicht wird nach bisher
geringstem Erfolgswert zugeteilt. Der Unterschied liegt allein in der Formulierung, nicht im Er-

gebnis.

7.1.2.  Formulierung tiber paarweisen Vergleich

Eine weitere Alternative stellt die Formulierung der Zuteilungsvorschrift iiber paarweisen Ver-
gleich dar: Ausgehend von einer (im Prinzip beliebig wiahlbaren) Anfangsverteilung wird jeweils
ein Paar von zwei der beteiligten Parteien herausgegriffen und in Bezug darauf verglichen, ob die
Sitzverteilung zwischen diesen beiden vor dem Hintergrund ihrer jeweiligen Wéhlerstimmen
gerechtfertigt erscheint. Falls nicht, werden Sitze zwischen diesen beiden Parteien verschoben,
bis das Ergebnis ,,gerecht” wirkt. Ebenso werden alle weiteren Zweierkombinationen von Partei-
en wiederholt behandelt, bis am Ende jeder mogliche Vergleich beliebiger Parteienpaare befriedi-

gend ausfillt und keine Verbesserungsmoglichkeit mehr existiert.

An dieser Formulierung kann eine weitere Eigenschaft der Divisorverfahren unmittelbar abgele-
sen werden: Da hier paarweise Vergleiche ausschlaggebend sind, kann ein relativer Stimmenzu-
gewinn einer Partei gegentiiber einer anderen nicht dazu fiihren, dass diese Partei im (paarweisen)
Vergleich zur anderen Sitze verliert. Divisorverfahren erfiillen somit das Kriterium der Bevolke-

rungs-Monotonie.

% Das Teilen durch Null, mathematisch nicht erlaubt bzw. unendlich, bedeutet hier, dass das Ergebnis ,,groBer als
alle anderen Hochstzahlen“ sein soll. Daher erhalten zunéchst alle Parteien nacheinander jeweils einen Sitz, be-
vor die verbleibenden Hochstzahlen zum Zuge kommen.

%6 Siehe ausfiihrliche Darstellung unter www.bundestag.de/bundestag/ausschuesse/azur/azur_3.html



Wissenschaftliche Dienste Infobrief Seite 41
WD 8 —097/09

Eine denkbare Schwierigkeit bei der Durchfiihrung liegt darin, dass der paarweise Vergleich mdog-
licherweise nie zum Ende kommen konnte, sondern sich ,,im Kreis drehen“ wiirde. Das ist je-
doch zumindest dann nicht der Fall, wenn das Kriterium fiir ,,gerechten“ Vergleich geeignet ge-
wahlt wird (vgl. Balinski/Young 1982, S. 101-102).

In diesem Vergleichskriterium unterscheiden sich die Verfahren; der Vergleichsmalstab definiert
sozusagen das einzelne Divisorverfahren. Eine naheliegende Wahl dieses Kriteriums besteht dar-
in, immer dann jeweils einen Sitz zu verschieben, wenn dadurch der absolute Unterschied der
Erfolgswerte (Sitze pro Stimme) der Wahlerstimmen beider Parteien verringert werden kann. Die-
se spezielle Wahl fiihrt zum Verfahren nach Sainte-Lagué/Schepers. Nicht weniger naheliegend
ist die Strategie, immer dann einen Sitz zu verschieben, wenn so der absolute Unterschied in den
Vertretungsgewichten (Stimmen pro Sitz) beider Parteien reduziert wird. Dies fiihrt zu einem
anderen Divisorverfahren, ndmlich dem von Dean. Beide Kriterien erscheinen gleichermalen
plausibel; die Auswahl kann daher schwer fallen. Das Verfahren nach Hill-Huntington verfolgt
einen allgemeineren Ansatz, der als einer der Vorziige dieses Verfahrens betrachtet werden kann:
Es minimiert statt der absoluten die relativen Unterschiede zwischen den beiden Parteien. Dabei
ist es mathematisch gleichgiiltig, ob die relativen Unterschiede der Erfolgswerte oder der Vertre-
tungsgewichte gemeint sind. SchlieBlich sind auch die Verfahren nach Adams und nach D’Hondt
iiber paarweisen Vergleich definierbar, allerdings mit geringfiigig komplizierteren Vergleichskri-
terien* (vgl. Balinski/Young 1982, S. 102).

7.1.3. Formulierung als Minimierung einer Zielfunktion

Divisormethoden kénnen als weitere grundsétzliche Alternative auch tiber die Optimierung einer
Zielfunktion formuliert werden (vgl. Balinski/Young 1982, S. 102-105). Vereinfacht besteht das
Ziel darin, die jeweiligen Abweichungen zwischen der konkreten Sitzzuteilung in den Idealans-
priichen der Parteien im Sinne strikter Proportionalitét so gering wie moglich zu halten. Die Un-
terschiede zwischen den einzelnen Divisorverfahren spiegeln dann letztlich die Tatsache wider,
dass diese Abweichungen auf verschiedene Weise gemessen werden kénnen. Beispielsweise
kénnen entweder die Abweichungen vom Idealanspruch im Durchschnitt iiber alle beteiligten
Parteien berechnet werden, oder es wird lediglich der extreme Unterschied zwischen den beiden

am stdrksten abweichenden Parteien betrachtet und so weit wie mdglich verringert.

27 Dabei wird die Sitzzahl der einen Partei iiber das Verhéltnis der Stimmenzahlen skaliert und danach mit der
Sitzzahl der anderen Partei verglichen.
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Die Optimierung erfolgt dabei nicht nur nach Maligabe der Zielfunktion, sondern unter weiteren
Randbedingungen: Insbesondere miissen die Sitzanspriiche wieder ganze Zahlen darstellen. Dar-
iiber hinaus konnen Mindest- oder Hochstgrenzen fiir die zuldssigen Anspriiche aller Parteien
beriicksichtigt werden, so wie etwa im US-Repriasentantenhaus jedem Staat mindestens ein Sitz
garantiert ist. Der Vorteil der Formulierung iiber die Optimierung einer Zielfunktion liegt u.a.
darin, dass die Sitzzuteilung so Anschluss erhélt an Berechnungsmethoden, die u.a. in Technik,
Naturwissenschaften und Betriebswirtschaft weit verbreitet sind (,,constrained optimization®).
Ein weiterer Vorzug liegt darin, dass der Betrachter anhand der Zielfunktion unmittelbar erfassen

kann, welches Kriterium als oberste Richtschnur des Verfahrens dient.

Der einfachste Ansatz, als zu minimierende Zielfunktion die Abweichung des jeweiligen Sitz-
anspruchs vom Idealanspruch (der Quote) iiber alle Parteien zu mitteln (sei es regulér oder, wie
in der Mathematik tiblich, quadriert), fiihrt zum Verfahren nach Hare/Niemeyer. Dies iiberrascht
wenig, da die Quote bereits als wichtigste BezugsgrélBe dieses Verfahrens identifiziert wurde; es
minimiert im Ergebnis auch die Abweichungen von ihr. Hare/Niemeyer ist allerdings kein Divi-
sorverfahren, sondern ein Quotenverfahren. Dies zeigt, dass das Konzept der Minimierung einer
Zielfunktion nicht nur zur Beschreibung von Divisorverfahren geeignet ist, sondern iibergeordne-

te Bedeutung hat.

Divisorverfahren definieren sich iiber unterschiedliche Zielfunktionen: Das Verfahren nach Sain-
te-Lagué/Schepers minimiert die mittlere quadratische Abweichung der Erfolgswerte vom durch-
schnittlichen Verhéltnis Sitze/Stimmen, wobei diese Abweichungen allerdings mit den Stim-
menzahlen gewichtet werden: Niedrige Erfolgswerte fallen also bei den Wahlern grofer Parteien
relativ starker ins Gewicht als bei kleinen, weil groBere Wéahlerzahlen unter ihrem (gemeinsam
niedrigen) Erfolgswert sozusagen stidrker leiden. Werden hingegen die einzelnen Vertretungsge-
wichte mit dem durchschnittlichen Verhédltnis Stimmen/Sitze verglichen und die dabei auftre-
tenden (quadratischen) Abweichungen mit der jeweiligen Zahl der Abgeordneten einer Partei
gewichtet, die sozusagen gemeinsam unter einem besonders hohen oder niedrigen Vertretungs-
gewicht leiden, dann fiihrt die Minimierung der so definierten Zielfunktion zum Verfahren nach

Hill-Huntington.

Beide Vorgehensweisen minimieren ein (gewichtetes) Mittel der Abweichungen tber alle Partei-
en. Allerdings wére es sicher unschon, wenn dieses Ziel erreicht werden konnte, indem viele
Parteien besser (oder schlechter) als nétig behandelt werden, wihrend eine weitere besonders
benachteiligt (oder bevorzugt) wird. Man kann daher auch anders vorgehen, indem man nur die

Extreme individuell betrachtet: Wird die Verteilung so gestaltet, dass das Vertretungsgewicht der
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Mandate derjenigen Partei mit dem niedrigsten Vertretungswert immerhin noch so hoch wie ir-
gend moglich ausfillt, so entspricht dies dem Verfahren nach D’Hondt (dquivalent zu dieser Ma-
ximierung des minimalen Vertretungsgewichts ist die Minimierung des maximalen Erfolgswerts).
Soll umgekehrt das Vertretungsgewicht der Partei mit dem héchsten Vertretungsgewicht zumin-
dest so niedrig wie irgend moglich ausfallen, dann wird dies durch das Verfahren nach Adams

realisiert.
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7.2. Eigenschaften und mathematische Aussagen zu Divisorverfahren

Divisorverfahren haben eine Vielzahl von Eigenschaften, die sie mathematisch interessant ma-
chen. Diese werden hier nur in Kurzform und ohne Beweis wiedergegeben; die entsprechenden

Beweise sind im mathematischen Anhang des Buches von Balinski/Young (1982) nachzulesen.

e Alle Divisorverfahren erfiillen das Kriterium der Bevilkerungs-Monotonie. Nur Divisor-
verfahren erfiillen dieses Kriterium, sind also als einzige konsistent bzw. kohérent (d.h.
frei vom Wahlerzuwachs-Paradoxon).

e Generell folgt aus der Bevolkerungs-Monotonie automatisch auch die Haus-Monotonie.
Alle Divisorverfahren sind daher haus-monoton (d.h. frei vom Alabama-Paradoxon).

¢ Gemail dem Unmoglichkeitssatz von Balinski/Young kénnen Divisorverfahren demnach
die Quotenbedingung nicht erfiillen. Alle Divisorverfahren verletzen sie (manchmal).

e Allerdings verletzen nicht alle Divisorverfahren die Quotenbedingung in gleicher Weise.
Das Verfahren nach D’Hondt verletzt sie nur nach oben, das Verfahren nach Adams ver-
letzt sie nur nach unten.

e Alle anderen Divisorverfahren konnen die Quotenbedingung in beide Richtungen verlet-
zen. Allerdings kommt das nie in derselben Zuteilung vor: Innerhalb eines Sitzzuteilungs-
Ergebnisses kann kein Divisorverfahren die Quote einer Partei nach oben und gleichzeitig
die einer anderen Partei nach unten verletzen.

e Das Verfahren nach Sainte-Lagué/Schepers kommt der Quotenbedingung zumindest nahe
(vgl. S. 21).

e Das Verfahren nach Sainte-Lagué/Schepers verhilt sich zudem in Bezug auf die Partei-
groBe neutral. Dies folgt sowohl aus der mathematischen Theorie als auch aus der statisti-
schen Auswertung der Berechnungsergebnisse fiir US-Zuteilungen nach allen fiinf tradi-
tionellen Verfahren. Alle anderen Divisorverfahren verschaffen entweder grofen oder
kleinen Parteien zu einem systematischen Vorteil (in unterschiedlicher Hohe).
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8. Fazit

Die obige Darstellung hat gezeigt, dass das Problem der Sitzzuteilung auf viele verschiedene Ar-
ten geldst werden kann, die jeweils unterschiedliche Vor- und Nachteile haben. Quotenverfahren
wie das Verfahren nach Hare/Niemeyer erfiillen die Quotenbedingung, die einen wichtigen
(wenn auch nicht den einzig moglichen) Indikator fiir die Proportionalitdt des Verfahrens dar-
stellt. Sie konnen jedoch zu Paradoxien fiithren. Divisorverfahren hingegen sind generell frei von
solchen Paradoxien. Umgekehrt konnen alle Divisorverfahren die Quotenbedingung verletzen. Da
sich bei Divisorverfahren jedoch keinesfalls die Sitzzahlen gegenldufig zu den Stimmenzahlen
entwickeln konnen (Kriterium der Bevolkerungs-Monotonie bzw. der Konsistenz oder Kohérenz),

erfiillen sie gleichzeitig einen anderen Aspekt der Proportionalitét.

Die Suche nach weiteren Verfahren, die evtl. beide Vorteile miteinander kombinieren, ist vergeb-
lich. Der Unmoglichkeitssatz von Balinski und Young trifft die mathematische Aussage, dass
kein denkbares Verfahren die Quotenbedingung und das Kriterium der Bevolkerungs-Monotonie
gleichzeitig erfiillen kann. Es ist daher unvermeidlich, Kompromisse zu schlieen bzw. unter den
konkurrierenden mathematischen Anforderungen an ein Sitzzuteilungsverfahren Prioritdten zu

setzen.

Vieles spricht dafiir, dass das Kriterium der Konsistenz hoher gewichtet, d.h. die Auswahl der
Verfahren auf die Kategorie der Divisorverfahren beschriankt werden sollte. Innerhalb dieser Ka-
tegorie unterscheiden sich die traditionellen Verfahren primér im Hinblick auf die Bevorzugung
groBer oder kleiner Parteien. Will man grofen Parteien einen systematischen Vorteil gewdhren,
etwa um einer Zersplitterung des Parteienspektrums vorzubeugen und/oder um Regierungs-
mehrheiten stabiler zu machen, bietet sich das Verfahren nach D’Hondt an. Rechenbeispiele zu
vergangenen Bundestagswahlen (Anhang, Abschnitt 9) zeigen jedoch, dass letzteres Ziel nicht
immer erreicht wird, weil die Umverteilung von klein zu gro83 innerhalb derselben Koalition, ja
teils innerhalb derselben Fraktion (von CSU zu CDU) geschieht. Will man hingegen ein Partei-
groBen-neutrales Verfahren nutzen, so bietet sich das Verfahren nach Sainte-Lagué/Schepers an.
Nach der mathematischen Theorie wie aufgrund zahlreicher Beispielrechnung aus der deutschen
und amerikanischen Wahl-Geschichte lédsst es sich als dasjenige Divisorverfahren identifizieren,

das die strikteste Neutralitdt in Bezug auf Parteigrofen erreicht.

Die Wahlrechts-Reform des Jahres 2008, bei der der Bundestag das Quotenverfahren nach Ha-
re/Niemeyer aufgegeben und stattdessen das Divisorverfahren nach Sainte-Lagué/Schepers im
Bundeswahlgesetz festgeschrieben hat, wirkt insofern gut begriindet. Fiir die wegen des Urteils

des Bundesverfassungsgerichts anstehende ndchste Reform, mit der der Effekt des negativen



Wissenschaftliche Dienste Infobrief Seite 46
WD 8 —097/09

Stimmgewichts beseitigt werden soll, bietet es sich daher an, beim Verfahren nach Sainte-
Lagué/Schepers zu bleiben (falls nicht, jenseits von Sitzzuteilungsverfahren, eine Umstellung auf
ein gidnzlich anderes Wahlsystem angestrebt wird, etwa ein reines Mehrheitswahlrecht oder ein
,Grabenwahlsystem“). Dabei miisste nicht das ,reine” Divisorverfahren, sondern ein solches mit
Mindest-Grenzen eingefiihrt werden: Bei der Unterzuteilung wiirde dann jede Landesliste min-
destens so viele Listenplédtze zugewiesen bekommen, wie sie zuvor Direktmandate errungen hat.
Dieses modifizierte Divisorverfahren mag vor dem Erfahrungshintergrund der deutschen Wahl-
rechts-Tradition ungewohnt wirken, ist jedoch mathematisch wenig problematisch. Mindest-
Grenzen bei Divisorverfahren sind in den USA seit 200 Jahren erprobt, da nach der US-
Verfassung jeder Bundesstaat mindestens einen Sitz im Reprédsentantenhaus garantiert erhalt.
Auch fiir eine Anwendung in Deutschland ist der Vorschlag nicht ganz neu: Bereits 1982 wurde
von Mathematikern vorgeschlagen, dass ein solches Zuteilungsverfahren das deutsche foderale
Wahlsystem mit seinen Direkt- und Listenmandaten noch besser als bisher mit dem Gedanken

der Proportionalitit in Ubereinstimmung bringen kénnte (Balinski/Young 1982, S. 92-93).

Folgt man dieser Logik, dann bleibt zusétzlich noch die Wahl der Darstellungsform des bevorzugten
Divisorverfahrens. Seit Marz 2008 ist im Bundeswahlgesetz die Formulierung des Divisorverfahrens
nach Sainte-Lagué&/Schepers in der Variante als iteratives Verfahren mit Divisoranpassung festge-
schrieben. Die gleiche Formulierung enthielt auch der im Juli abgel ennte Gesetzentwurf der Fraktion
Biindnis 90/Die Griinen vom Februar 2009, der das negative Stimmgewicht abschaffen sollte. Diese
Formulierungsvariante bietet VVorteile fur die praktische Umsetzung der Berechnung per Compuiter,
kann aber das Verstandnis des Gesetzestextes gerade fir Laien tendenziell erschweren. Die Alternati-
ve lage in der Formulierung a's (mathematisch aquivalentes) Hochstzahlverfahren, wiederum mit
Mindest-Grenzen. Ein entsprechender Vorschlag wurde im Zuge der Expertenanhérung zur Wahlge-
setz-Reform im Bundestags-1nnenausschuss am 4. Mai 2009 von den Sachverstéandigen W. Zicht und
F. Pukelsheim vorgelegt. Die Stellungnahmen? machen deutlich, dass damit die Textlénge der Ver-
fahrensvorschrift verkirzt und die Normenklarheit und Versténdlichkeit erhéht werden kénnten.

% www.bundestag.de/bundestag/ausschuesse/a04/anhoerungen/Anhoerung 20/Stellungnahmen_SV/index.html
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9. Anhang: Beispielrechnungen fiir vergangene Bundestags-Wahlen

Im Folgenden sollen die zuvor diskutierten mathematischen Eigenschaften der verschiedenen
Sitzzuteilungsverfahren anhand von konkreten Berechnungen anschaulich illustriert werden. Als
Zahlenmaterial dienen die Stimmenergebnisse vergangener Bundestagswahlen. Daran kann grob
abgeschitzt werden, welche Relevanz die allgemeinen Erkenntnisse zu mathematischen Verfah-
renseigenschaften fiir die Verhéltnisse auf Bundesebene in Deutschland haben. Allerdings hat
dies nur rein exemplarischen Charakter, denn bei jeder zukiinftigen Wahl kénnen sich neue
Konstellationen ergeben und dabei auch andere Verfahrenseigenschaften starker in den Vorder-

grund riicken.

Die Wahlergebnisse des Jahres 2005 stellen sich dabei insofern als weniger instruktiv heraus, als
(wie schon in Abschnitt 3.1 dargestellt) alle Verfahren bis auf einen Sitz zum gleichen Ergebnis

fiihren. Schon die Wahlen davor zeigen jedoch grofiere Abweichungen®®..

9.1. Berechnungsbeispiele fiir ausgewéhlte Bundestagswahlen

Die folgenden Ergebnisse wurden mit Hilfe der Software ,,BAZI“?** (vgl. Maier/Pukelsheim 2007)
berechnet. Sie beschrdnken sich auf die Oberverteilung als erstem Schritt der zweistufigen Zutei-
lung nach dem Bundeswahlgesetz. Der zweite Schritt — die Unterverteilung, bei der Parteisitze
auf Bundesldnder bzw. Landeslisten verteilt werden — ist zwar nicht weniger wichtig, auch weil
dabei Uberhangmandate entstehen konnen, die die Gesamtzusammensetzung des Parlaments
nochmals verdndern. Von der Unterverteilung sind allerdings wesentlich mehr Beteiligte betrof-
fen: In der Friihzeit der Bundesrepublik je 11 Landesverbdnde von 3-4 Parteien, heute je 16 Lan-
desverbdnde von 5-6 Parteien. Die zugehorige Zahlenfiille wiirde den vorhandenen Platz spren-
gen, daher beschrénkt sich die vorliegende Darstellung auf die Oberverteilung. Wichtig zu be-
merken bleibt, dass die Rechenergebnisse insofern von tatsdchlichen historischen Zuteilungen

abweichen kénnen, als Uberhangmandate nicht beriicksichtigt sind.

29 Interessant wiren zudem die Unterverteilungen, die hier aber aus Platzgriinden nicht dargestellt werden konnen.
SchlieBlich wiirden auch die Ausschussbesetzungen interessante Rechenbeispiele bieten, die hier im Sinne der
Kiirze ebenfalls unterschlagen werden miissen. Zumindest letztere werden jedoch von der Bundestagsverwaltung
nach jeder Wahl fiir alle einschldgigen AusschussgroBen durchgerechnet und im Internet veréffentlicht
(http://www.bundestag.de/bundestag/ausschuesse/azur/). Um dabei die Effekte der drei bekanntesten Verfahren
zu vergleichen, steht zudem ein interaktives Computerprogramm im Intranet des Bundestages bereit.

30 vgl. http://azur.server.btg:8080/AZUR/azur

3 Programm im Internet kostenlos verfiigbar, vgl. http://www.math.uni-augsburg.de/stochastik/bazi/
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CDU 14.167.561 31,75% 189,24 (189 [190 189 189 189 189
CSU 4.315.080 9,67% 57,64 |58 57 58 58 58 58
Griine 4.110.355 9,21% 54,90 |55 55 55 55 55 55
FDP 3.538.815 7,93% 47,27 |47 47 47 48 47 47
Summe 44.620.479 100,00% 596,00|596 [596 596 596 596 596
Sitzzahl nach BWahlG: 596 (=598 minus 2 PDS-Direktmandate)

Tabelle 9: Sitzzuteilungsvarianten, Beispiel Bundestagswahl 2002. D’Hondt fiihrt zur Umverteilung eines Sitzes
von einer kleinen zu einer grofien Partei, Adams bewirkt umgekehrt eine Umverteilung von grofer zu kleiner
Partei. Fast identische Effekte traten 1994 und 1969 auf.

In den Tabellen gilt fiir die Formatierung: Blau markiert sind Unterschiede im Vergleich zum (aktuell giiltigen)
Verfahren nach Sainte-Lagué/Schepers als Referenz. Das tatsiichlich genutzte Verfahren ist durch separate Um-

randung hervorgehoben. Quotenverletzungen sind durch Fettdruck der Sitzzahl kenntlich gemacht.
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CDU 17.055.116 39,93% 261,92|262 263 262 261 262 262
SPD 15.545.366 36,39% 238,74|239 239 238 238 238 238
FDP 5.123.233 11,99% 78,68 |79 79 79 79 79 79
CSU 3.302.980 7,73% 50,73 |51 50 51 51 51 51
PDS 1.129.578 2,64% 17,35 |17 17 17 18 17 17
Grine 559.207 1,31% 8,59 8 8 9 9 9 9
Summe 42.715.480 100,00% 656,00 656 656 656 656 656 656
Sitzzahl nach BWahlG: 656

Tabelle 10: Sitzzuteilungsvarianten, Beispiel Bundestagswahl 1990. Auch hier fiihrt das Verfahren von Adams zu
einer Umverteilung von grof8 zu klein, das von D’Hondt hingegen zu einer (doppelten) Umverteilung von klein zu
grof3. Auch das Verfahren nach Hare/Niemeyer bewirkt hier die Verschiebung eines Sitzes von Biindnis 90/Die
Griinen zur SPD. Bei D’Hondt tritt eine Quotenverletzung nach oben auf: Die CDU erhiilt einen Sitz mehr als ih-

ren aufgerundeten Idealanspruch.
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SPD 16099019 42.94% 212,9994 213|214(213 212 213 213
CDU 14367302 38,32% 190,09 1901901190 190 190 190
CSU 4027499 10,74% 53,29 53 |53 |53 54 53 53
FDP 2995085 7,99% 39,63 40 |39 (40 40 40 40
Summe 37.488.905 100,00% 496,00 496 (496|496 496 496 496
Sitzzahl nach BWahlG: 496

Tabelle 11: Sitzzuteilungsvarianten, Beispiel Bundestagswahl 1976. Ahnlich wie 2002 bewirken die Verfahren
nach Adams und D’Hondt Sitzverschiebungen zwischen den (hier nur vier) Parteien, allerdings ist davon in bei-
den Fillen die SPD als grofie Partei betroffen. Wieder tritt bei D’Hondt eine (knappe) Quotenverletzung nach

oben auf: Hier erhdlt die SPD einen Sitz mehr als ihren aufgerundeten Idealanspruch.
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SPD 12813186 40,76% 202,18 202|202 (202 202 202 202
CDU 12387562 39,41% 195,46 195|196 |195 195 195 195
CSU 3136506 9,98% 49,49 50 |49 |50 50 50 50
FDP 3096739 9,85% 48,86 49 (49 |49 49 49 49
Summe 31.433.993 100,00% 496,00 496 496|496 496 496 496
Sitzzahl nach BWahlG: 496

Tabelle 12: Sitzzuteilungsvarianten, Beispiel Bundestagswahl 1965. Die Verteilungen nach allen Verfahren sind

gleich, mit Ausnahme des Verfahrens von D’Hondt, das einen Sitz von der CSU zur CDU verschiebt.
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9.2. Weitere Beobachtungen aus Berechnungen fiir alle Bundestagswahlen

Erst seit der Bundestagswahl im Jahr 1957 ist das Wahlsystem im Wesentlichen mit dem heuti-
gen vergleichbar. Inshesondere wurde das zweistufige Sitzzuteilungsverfahren mit verbundenen
Landeslisten erst zur dritten Bundestagswahl eingefiihrt. Daher erstrecken sich die folgenden
Aussagen und Vergleiche nur auf die Wahlen ab 1957, nicht jedoch auf die vorhergehenden in
den Jahren 1949 und 1953.

9.21.  Sitzverschiebungen

Berechnet man aus allen bekannten Stimmenergebnissen seit 1957 die rechnerischen Vertei-
lungsergebnisse der Verfahren nach Sainte-Lagué/Schepers, nach Dean und nach Hill-
Huntington (das aktuell in den USA verwendete Verfahren), so unterscheiden sich die Ergebnisse
dieser drei Verfahren in keinem einzigen Fall. Trotz der Nuancen in den theoretischen Verfahren
fiihren die konkreten Wahlergebnisse seit 1957 also immer zu drei identischen Sitzzuteilungen.
Damit konnen die drei Verfahren hier zumindest als sehr dhnlich, wenn auch nicht als vollstin-

dig austauschbar gelten.

Zwischen den beiden Verfahren Hare/Niemeyer und Sainte-Lagué/Schepers ist allein 1990 ein
Sitz Unterschied (Verschiebung zwischen Biindnis 90/Griinen und SPD) aufgetreten. Sonst sind

auch alle Ergebnisse dieser beiden Verfahren seit 1957 identisch.

Das Zuteilungsergebnis nach dem Verfahren von D’Hondt hingegen unterscheidet sich mit Aus-
nahme von 1961 bei allen Bundestags-Wahlen von den Ergebnissen aller anderen Verfahren. In
fast allen Féllen hétten hier SPD und/oder CDU als groBe Parteien einen zusétzlichen Sitz zuge-
teilt bekommen; dieser Zugewinn wire in wechselnder Folge zu Lasten aller kleinen Parteien
(FDP, Biindnis 90/Die Griinen, PDS/Die Linke und auch CSU) gegangen. In vielen dieser Fille
wadre die ,,politische” Bedeutung solcher Verschiebungen, zumindest soweit die Chancen auf
Bildung einer Koalitionsregierung betroffen sind, gering geblieben: 2005 wire der Gewinn eines
Sitzes bei der SPD zu Lasten der Griinen ausgefallen. 2002 und 1994 wére ein Zugewinn der CDU
durch einen Sitzverlust bei der CSU kompensiert worden. 1987 hitten CDU und SPD jeweils ei-
nen Sitz Vorteil zu Lasten von FDP und Griinen erzielt. Diese Fille bleiben insofern hypothe-
tisch, als in den Jahren ab 1987 das Verfahren nach D’Hondt nicht mehr zur Anwendung kam.
Bei der Wahl 1983, bei der D’Hondt zuletzt fiir die Oberverteilung eingesetzt wurde, fiithrte das
Verfahren jedoch tatsdchlich dazu, dass CDU und SPD je einen Sitz von FDP und Griinen {iiber-
nahmen (im Vergleich zu allen anderen Verfahren). 1976 wiederum erzielte die SPD einen Sitz

Vorsprung zum Nachteil der FDP — ihrem damaligen Koalitionspartner. 1969 und 1965 stellte
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sich der Fall konkret ein, der auch 1994 und 2002 rechnerisch eingetreten ware: die CDU tiiber-
nahm aufgrund des Verfahrens nach D’Hondt einen Sitz von der CSU (im Vergleich zu allen an-
deren Verfahren). Dasselbe geschah auch 1957, wobei zusétzlich ein Sitz von der (damals in

Bundestag und Bundesregierung vertretenen) Deutschen Partei weg und zur SPD hin wanderte.

9.22. Verletzungen der Quotenbedingung

Interessant sind zudem Félle von Verletzung der Quotenbedingung. In mehreren Einzelfdllen
kam es vor, dass die konkrete Sitzzuteilung einer Partei weder dem auf die ndchst héhere ganze
Zahl aufgerundeten noch dem auf die nichst niedrigere ganze Zahl abgerundeten Idealanspruch
entsprach, sondern sich um mehr als einen ganzen Sitz davon unterschied. Bei 14 Wahlen seit
1957 und allen hier zur Berechnung herangezogenen Zuteilungsverfahren sind insgesamt nur
sechs Fille von Quotenverletzungen erkennbar. So hitte 1998 das D’Hondtsche Verfahren der
CDU 199 Sitze zugeteilt, bei einem Idealanspruch von 197,96 Mandaten; ebenso hitte die CDU
1990 263 Sitze erhalten, bei einem Idealanspruch von 261,92. Beide Fille traten jedoch in der
Praxis nicht ein, da das Verfahren nach Hare/Niemeyer verwendet wurde. Die SPD dagegen hat
1976 tatsdchlich 214 Sitze nach D’Hondt erhalten, obwohl ihr Idealanspruch bei 212,9994 lag.
Ebenso hat 1957 die CDU 212 Sitze trotz eines Idealanspruchs von 210,88 erhalten.

Die Quote wird also durch das Verfahren nach D’ Hondt, wie aus der Theorie zu erwarten, allenfalls
nach oben verletzt. Zwel weitere Falle von Quotenverletzungen waren theoretisch beim Verfahren
nach Adams aufgetreten. Auch diese entsprechen der Theorie, gehen aso nach unten. Das Verfahren
nach Sainte-Lagué&/Schepers, das laut Theorie die geringstmdgliche Quotenverletzung unter den Divi-
sorverfahren nach sich zieht, weist in der Praxis der Bundestagswahlen bisher gar keine Quotenverlet-
zung auf.
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